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Capitolo 1

Nozioni di base e linguaggio

1.1 Insiemi

Definizione 1.1 (Insieme). Chiamiamo insieme una collezione di oggetti tale che si possa dire se un
elemento gli appartiene o meno. Indichiamo con @) I'insieme tale che x ¢ () per qualsiasi .

Definizione 1.2 (Predicato, Proposizione). Si dice predicato, generalmente indicato con P, un’afferma-
zione riguardante gli elementi di un insieme che e vera o falsa. Se le variabili del predicato assumono un
valore definito o sono quantificate allora il predicato si dice proposizione.

Definizione 1.3 (Sottoinsieme). Dato A un insieme, B & un sottoinsieme di A, e si indica con B C A,
seVr € B,z € A. Se B # A allora B si dice sottoinsieme proprio di A e si indica con B C A.

Definizione 1.4 (Operazioni). Definiamo le seguenti operazioni tra insiemi:

e ANB={z|ze€ ANz e B}

AUuB={z|ze€ AVzx € B}

A\B={z|xz€ ANz ¢ B}

AAB = {(ANB\ (AN B)}

AxB={(z,y) |zt € ANy € B}
e A°= X\ A, con X un insieme ambiente

Definizione 1.5 (Insieme delle parti). Dato un insieme A si definisce I'insieme delle parti di A, o insieme
potenza di A, 'insieme P(A) = {E | E C A}.

Definizione 1.6 (Partizione). Dato A un insieme, P C P(A) si dice partizione di A se:
1. perogni E € P, E# 0
2. per ogni x € A esiste £ € P taleche x €
3. perogni E,FePcon E#F, ENF =0

Definizione 1.7 (Cardinalitd per insiemi finiti). Dato A un insieme finito, si dice cardinalita di A il
numero di elementi contenuti in A e si indica con |A|.

Osservazione 1.8. Se B C A allora |B| < |A|.

1.2 Relazioni

Definizione 1.9 (Relazione). Dati A ¢ B due insiemi, si dice relazione tra elementi di A ed elementi di
B un qualunque sottoinsieme R di A x B. Se la coppia (a,b) € A X B appartiene a R, si dice che a ¢ in
relazione con b e si indica generalmente con aRb o a ~ b.



Definizione 1.10 (Relazione di equivalenza). Una relazione R tra elementi di uno stesso insieme A si
dice di equivalenza se valgono le seguenti proprieta:

e riflessiva: per ogni a € A, aRa
e simmetrica: per ogni a,b € A, se aRb allora bRa
e transitiva: per ogni a,b,c € A se aRb e bRc allora aRc

Definizione 1.11 (Classe di equivalenza). Dato A un insieme e R una relazione di equivalenza su A si
dice classe di equivalenza di un elemento = € A Uinsieme [z]g = {y € A | 2Ry} C A. Se la relazione &
chiara dal contesto si indica generalmente con [z] o con T.

Definizione 1.12 (Insieme quoziente). Dato A un insieme e R una relazione di equivalenza su A si dice
insieme quoziente di A per R l'insieme
A/r ={[z]r | x € A}.

Proposizione 1.13. Dato A un insieme, sia R una relazione di equivalenza su A. Allora A/r ¢é una
partizione di A

Dimostrazione.
Per ogni 2 € A si ha che x appartiene alla sua classe di equivalenza, pertanto [z]g # 0. Inoltre, per ogni
z,y € A, per ogni z € [z]rN[y]r, se [z]r N[y]r # 0 allora xRz e yRz, pertanto xRy e [z]r = [y]=. Infine
per ogni x € A esiste una classe di equivalenza [z]g tale che = € [x]g, pertanto A/% & una partizione di
A.

O

Definizione 1.14 (Relazione d’ordine). Una relazione R tra elementi di uno stesso insieme A si dice
d’ordine o ordinamento se valgono le seguenti proprieta:

e riflessiva: per ogni « € A, xRz

e antisimmetrica: per ogni z,y € A, se 2Ry e yRx allora z =y

e transitiva: per ogni z,y,2z € A, se xRy e yRz allora xRz
Indichiamo con < una generica relazione d’ordine.

Definizione 1.15 (Ordinamento totale). Una relazione d’ordine < su un insieme A si dice totale se per
ogni z,y € A si haz <y oppure y < z. B C A si dice catena se la relazione < ristretta a B ¢ totale.

Definizione 1.16 (Buon ordinamento). Un insieme A totalmente ordinato da una relazione d’ordine <
si dice ben ordinato se per ogni B C A non vuoto esiste € B tale che x < y per ogni y € A.

Definizione 1.17 (Maggiorante, massimale). Dato (A, <) un insieme ordinato, © € A & un maggiorante
per BC Aseperogniy € Bsihay <xz. x € A & un massimale se per ogni y € A con x <y si hax =y.

1.3 Funzioni

Definizione 1.18 (Funzione). Dati A, B due insiemi una funzione f da A in B & una relazione R C Ax B
tale che per ogni a € A esiste un unico b € B con aRb e si indica con f : A — B. A si dice dominio di
f, B si dice codominio di f.

Definizione 1.19 (Immagine). Dati A, B due insiemi, f : A — B una funzione, si dice immagine di A
tramite f Uinsieme Im(f) = f(B) = {f(z) € B |z € A}.

Definizione 1.20 (Controimmagine). Dati A, B due insiemi, f : A — B una funzione, si dice contro-
immagine di B tramite f l'insieme f~Y(B) = {x € A| f(x) € B}.

Definizione 1.21 (Grafico). Dati A, B due insiemi, f : A — B una funzione, si dice grafico di f 'insieme
Iy={(z, f(z)) |z € A} C Ax B.

Osservazione 1.22. Dato I' C A x B, per ogni © € A esiste un unico y € B tale che (z,y) € I se e solo
se esiste una funzione f : A — B tale che I' = I';.



Definizione 1.23. Dati A, B due insiemi, f : A — B una funzione, f si dice iniettiva se per ogni
z,y € Asiha f(x) = f(y) se e solo se z =y. f sidice surgettiva se f(A) = B. f si dice bigettiva se f &
iniettiva e surgettiva, cioé se € una corrispondenza biunivoca tra gli elementi di A e gli elementi di B.

Definizione 1.24 (Funzione invertibile). Dati A, B due insiemi, f : A — B una funzione, f si dice
invertibile se per ogni y € B esiste un unico z € A tale che f(x) = y. Indichiamo la funzione inversa di

fcon f7L.
Osservazione 1.25. Se f ¢ una funzione bigettiva allora e invertibile.

Definizione 1.26 (Funzione composta). Dati A, B, C tre insiemi, f : A — B e g : B — C due funzioni,
si dice funzione composta di f e g la funzione go f: A— C .
z —g(f(x))
Osservazione 1.27. Se f: A — B ¢ una funzione invertibile allora
foft=idge ftof=ridy, conidyx : X — X per un generico insieme X.
Tr —x



Capitolo 2

Insiemi infiniti

2.1 Assioma della scelta
Assioma 2.1 (Assioma della scelta). Siano A, I insiemi infiniti e {4; | ¢ € I'} una partizione di A, allora
dB C Ataleche BNA; =x; Viel.

Poiché una funzione induce una partizione del dominio e del codominio possiamo riformulare 1’ Assioma
della scelta come:

Assioma 2.2 (Assioma della scelta II). Dati A, B due insiemi infiniti
Vf: A — B surgettiva dg : B — A iniettiva tale che f o g = idp.
Una formulazione equivalente, generalmente piu spendibile nelle dimostrazioni, e il seguente:

Teorema 2.3 (Lemma di Zorn). Dato A # () un insieme su cui ¢ definita una relazione d’ordine, se per
ogni B C A catena esiste x € A maggiorante per B allora esiste T € A massimale per A.

Un altro enunciato equivalente all’Assioma della scelta (e quindi al Lemma di Zorn) ¢ il

Teorema 2.4 (Teorema di Zermelo). Ogni insieme ammette buon ordinamento.

2.2 Cardinalita

Definizione 2.5 (Equipotenza). Due insiemi A e B si dicono equipotenti se |A| = | B|, cioé se esiste una
funzione f : A — B bigettiva.

Osservazione 2.6. In generale se esiste una funzione f : A — B iniettiva allora |A| < |B|, mentre se
esiste una funzione f : A — B surgettiva allora |A| > |B].

Definizione 2.7 (Funzione caratteristica). Dato A un insieme, si dice funzione caratteristica di A la

funzione
(2) = 1 z€A
XA =30 2 ¢A

Proposizione 2.8. Dato A un insieme finito, |P(A)| = 2!41,

Dimostrazione.
Sia X = {f : A — {0,1}}, consideriamo la funzione F : P(A) — X. Osserviamo che F ¢ iniettiva,

U —>XU
infatti per ogni U,V € P(A) con U # V si ha che esiste z € U \ V, pertanto xy # xv. Posta f € X,
consideriamo adesso f~1(1) = U C A. Poiché Im(x4) = Im(f) e le due funzioni hanno lo stesso dominio
si ha x4 = f, pertanto F & surgettiva, quindi bigettiva. Poiché |X| = 214! si ha P(A4) = 2/41.
O

Definizione 2.9 (Insieme numerabile). Un insieme A si dice numerabile se ¢ finito o se |A| = |N|, cioe
se esiste una funzione f : A — N bigettiva. Indichiamo la cardinalita di N con Rg.



Teorema 2.10. Dato A un insieme infinito esiste B C A tale che |B| = V.

Dimostrazione.

Consideriamo la funzione f : P(A) — A tale che f(B) € B per ogni B € P(A). Sia ap € A, per ogni
n € N\ {0} poniamo ap+1 = f(A\ {ao,...,a,}). Poiché Im(f) C A e ant1 ¢ {ao,...,an} per ogni
n € N\ {0} si ha che B = {a, | n € N} & un insieme infinito contenuto in A ed & numerabile per

costruzione.
O

Teorema 2.11 (Teorema di Cantor). Dato A un insieme e P(A) linsieme delle parti di A, allora

Al <[P(A)].

Dimostrazione.
Consideriamo la funzione f : A — P(A), chiaramente f & iniettiva, pertanto |A| < P(A). Supponiamo
a—{a}
per assurdo che sia |A] = P(A), cioé che f sia bigettiva. Consideriamo 'insieme
B={zeA|xz¢ f(x)} C A. PostoZ = f~1(B) si ha che f(Z) € B, pertanto T ¢ f(¥) che & assurdo per
costruzione di f, quindi |[A| < |P(A).
O

Teorema 2.12 (Teorema di Cantor-Bernstein). Dati A, B due insiemi, se esistono due funzioni f : A —
B e g: B — A iniettive allora |A| = |B].



Capitolo 3

Insiemi numerici

3.1 Numeri naturali

Definizione 3.1 (Assiomi di Peano). L’insieme N dei numeri naturali & definito dai seguenti assiomi:
e Esiste un numero naturale 0
e Ogni numero naturale n ammette un numero naturale successore, denotato come S(n)
e Non esiste un numero naturale n tale che S(n) =0
e Numeri naturali diversi hanno successori diversi
e Ogni sottoinsieme non vuoto di N ammette un elemento minimo
L’ultimo assioma ¢ chiamato Principio del minimo, ed e equivalente al principio di induzione.
Definizione 3.2. Dato n € N\ {0} indichiamo con S~!(n) il numero naturale m tale che S(m) = n.

Proposizione 3.3 (Principio di induzione). Sia P(n) una proposizione definita per ognin € N. Se P(0)
é vera e P(n) implica P(S(n)) per ogni n € N, allora P(n) é vera per ogni n € N.

Dimostrazione.

Counsideriamo l'insieme S = {n € N | P(n) ¢ falsa }, supponiamo per assurdo che sia S # (). Poiché

S C N, per il Principio del minimo esiste m € S tale che m < s per ogni s € S, inoltre m > 0 in quanto

P(0) & vera. Consideriamo S~!(m) € N, osserviamo che P(S~!(m)) ¢ vera per minimalita di m, pertanto

P(S71(m)) implica che P(m) sia vera per ipotesi, che ¢ assurdo per definizione di m. Pertanto S = ().
[

Osservazione 3.4. Con una dimostrazione analoga si mostra che il principio di induzione & valido anche
per una proprieta P(n) definita per ogni n > ng, con ng € N.

3.2 Numeri interi

Definizione 3.5 (Numeri interi). Dati a,b, ¢, d € N consideriamo la relazione di equivalenza ~ tale che
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d = b+ c. Definiamo l'insieme Z dei numeri interi, con le usuali operazioni di
somma e prodotto indotte da N, come 'insieme quoziente N x N/_. Supponendo a > b identifichiamo

n=[(a,b)] ¢ —n = [(b,a)].
Proposizione 3.6 (Numerabilita). Z é un insieme numerabile.

Dimostrazione.
Consideriamo la funzione f : N — Z tale che

n pari

n dispari

f & iniettiva, infatti:



S m n
e se m,n € N sono entrambi pari si ha f(m) = f(n) se e solo se 5 =g see solo se m =n

m—1 n—1
e se m,n € N sono entrambi dispari si ha f(m) = f(n) se e solo se — =-—5—see solo se

2
m=n

e se m,n € N non hanno la stessa parita chiaramente si ha m # n e f(m) # f(n)
f & surgettiva, infatti:

e sea €Zea>0 allora esiste n € N tale che f(n) = a,in particolare n = 2a

e sea €Zea<0 allora esiste n € N tale che f(n) = a, in particolare n = —2a + 1

Pertanto f ¢ bigettiva, quindi |Z| = |N|.

3.3 Numeri razionali

Definizione 3.7 (Numeri razionali). Dati (a,b), (¢,d) € Z x (Z \ {0}) consideriamo la relazione di
equivalenza ~ tale che (a,b) ~ (¢,d) <= ad = bc. Definiamo l'insieme Q dei numeri razionali, con
le usuali operazioni di somma e prodotto indotte da Z, come 'insieme quoziente (Z x (Z \ {0}))/~ e

a
identifichiamo 3= [(a,b)].
Osservazione 3.8. L’ordinamento ”<” su Q indotto da Z ¢ totale.

Proposizione 3.9 (Numerabilita). Q é un insieme numerabile.

Dimostrazione.

Consideriamo la funzione f : Z x (Z\ {0}) — Q, osserviamo che f & surgettiva, pertanto
(a,b) — &

|Q| < |Z x (Z\ {0})| = INx N|. E quindi sufficiente mostrare che [N x N| = |N|. Consideriamo la funzione
g : N — N x N tale che

(0,0) n=20
gn)=<(a+1,b—1) n>1, g(n—1)=(a,b) conb#0,
(Ova+1) ’I’L>1, g(n—l):(a,O)
g stabilisce una bigezione tra N e N x N, pertanto |Q| < |N|. D’altra parte esiste un insieme A C Q tale

che |A| = |N|, allora si ha |Q| = |N|, cioé¢ Q & numerabile.
O

3.4 Numeri reali

Definizione 3.10 (Numeri reali, Assioma di Dedekind). L’insieme dei numeri reali R & un campo ordinato
per cui e valido il seguente assioma, detto Assioma di Dedekind:

Assioma 3.11 (Assioma di Dedekind). Per ogni A, B sottoinsiemi non vuoti di R, per ogni coppia
(z,y) € A x B tale che z < y esiste un elemento z € R compreso tra x e y, cioe

VABCR, AZOQAB#0, V(z,y) € AxBtc.z<yIzeRtc <2<y

z si dice elemento separatore di A e B.

Definizione 3.12 (Estremo superiore, inferiore). Dato A C R si definisce 'estremo superiore di A come
il pitt piccolo dei maggioranti di A, se esiste, e si indica con sup(A4). Analogamente si definisce 1’estremo
inferiore di A come il pitt grande dei minoranti di A, se esiste, e si indica con inf(A).

Definizione 3.13 (Insieme limitato). Un sottoinsieme A di R si dice superiormente limitato se am-
mette un maggiorante, si dice inferiormente limitato se ammette un minorante. Se A ammette sia un
maggiorante sia un minorante si dice limitato.



Osservazione 3.14. L’assioma di Dedekind e equivalente al seguente enunciato:
VA C R tale che A # () A A & superiormente limitato Isup(A4) € R

Definizione 3.15 (Sezioni di Dedekind di Q). Una sezione di Dedekind di Q & una coppia
(A,B) CP(Q) x P(Q) tale che A# (), B#0, AUB=Q, ANB = e per ogni a € A, per ogni b € B si
ha a <b.

Al fine di poter mostrare una costruzione di R introduciamo alcuni concetti e risultati relativi alle sezioni
di Dedekind e alla struttura di campo ordinato

3.4.1 Sezioni di Dedekind

Indichiamo con R I'insieme delle sezioni di Dedekind di Q. Osserviamo che ogni elemento di QQ corrisponde
a una sezione di Q, infatti per ogni g € Q la sezione (A,, B,) tale che A, = {r € Q| = < ¢},

B, = {z € Q| z > g} identifica ¢ con sup(A) (e con inf(B)). Tuttavia il viceversa non & vero,
basta considerare la sezione (A,B) tale che A = {xr € Q | z < 0}U{x € Q | z > 0 A2? < 2},
B = {z € Q| 2 > 2}. Dal momento che non esiste un numero razionale ¢ tale che ¢*> = 2 si ha

sup(4) ¢ Q.

Definizione 3.16. Definiamo (A4, By) con A; ={z € Q |z < ¢}, B, = {zr € Q| & > ¢} la sezione di
Dedekind relativa a g € Q.

Mostriamo adesso alcune proprieta delle sezioni:

Proposizione 3.17.
1. Date (A, B), (A’, B") due sezioni di Dedekind di Q, la relazione
(A,B) < (A,B') < ACA
e una relazione d’ordine totale su R.
2. R rispetta I’Assioma di Dedekind.

8. L’applicazione ¢ : Q — R ¢ strettamente crescente, quindi iniettiva.
q —(Aq,Bq)

Dimostrazione.

1. La relazione di inclusione C definisce chiaramente un ordinamento su R, mostriamo quindi che
¢ totale. Siano (A, B), (A, B’) sezioni di Q, supponiamo (A’,B’) £ (A4, B), cioe A’ ¢ A. Sia
p e A"\ A, poiché (A, B) ¢ una sezione di Q, per ogni ¢ € A si ha che ¢ < p, cioe A C A,. D’altra
parte, poiché p € A’, si ha che A, C A, pertanto A C A’ e (4, B) < (4, B’).

2. Sia (X,Y) una sezione di R (cioe X, Y #0, XUY =R, XNY =0, Ve e X,Vy €Y, z <y),
osserviamo che gli elementi di X e di Y sono sezioni di Q. Poniamo

A= |J 4

(A,B)eX

By = ﬂ B;

(A,B)eX
si ha che (A, By) € una sezione di Q:
(a) Ao U By = Q, infatti posto r € Q e r ¢ By si ha che esiste (4, B) € X sezione di Q tale che

r ¢ B, cioe r € A e in particolare r € Ay.

(b) Ao N By = 0, infatti posto r € Ay si ha che esiste (A, B) € X sezione di Q tale che r € A,
pertanto r ¢ B e di conseguenza r ¢ By.

(¢) Per ogni p € Ag, per ogni g € By, si ha p < ¢, infatti esiste (A, B) € X sezione di Q tale che
p € Aeq€ B, pertanto p < q.
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La sezione (Ag, By) definisce quindi un numero reale A, mostriamo adesso che A & I’elemento sepa-
ratore di (X,Y). Mostriamo che A > « per ogni o € X fissato o € X, in particolare si ha o € A
e quindi a € Ag. Di conseguenza oo < A. Consideriamo adesso 5 = (C, D) € Y, poiché o < 8 per
ogni o € X, si ha A C C per ogni (A, B) € X, dunque Ay C C. Pertanto A < 3, cioe A separa X e
Y.

3. Siano ¢, ¢’ € Q, supponiamo senza perdita di generalita ¢ < ¢’. Poste (A4, By) e (Ay, By) le sezioni
definite rispettivamente da ¢ e ¢/, poiché ¢ < ¢’ si ha ¢ € Ay \ Ay, pertanto A, C Ay e quindi
(Aq, By) < (Ay, By). Da questo si deduce che ¢ & strettamente decrescente.

O

Osservazione 3.18. Siano (4, B), (A, B’) € R tali che (A4,B) < (A4, B’), allora B’ C B. Infatti
(A,B) < (A',B')seesolose ACA = (R\A)C(R\A), maR\A' =B eR\A=B in quanto
(A, B) e (A’, B') sono sezioni di Q, pertanto B’ C B.

Definiamo adesso delle operazioni su R.
Definizione 3.19 (Somma di sezioni). Dati (A4, B), (4’, B’) € R definiamo
(A,B)+(4A",B')=(A+ A',B+ B),
dove per due generici insiemi H, K intendiamo H + K ={h+ k| he€ HAk € K}.
Proposizione 3.20.
1. Date (A, B), (A, B") due sezioni di Q, (A, B) + (A’, B") ¢é una sezione di Dedekind di Q.
2. La somma di sezioni é associativa e commutativa.
3. Per ognip, p' € Q, (Ap, Bp) + (A, By') = (Aptp's Bptyp')-
Dimostrazione.

1. Dalla definizione di somma delle sezioni abbiamo A + A’ # () ¢ B + B’ # (). Inoltre per ogni a € A,
perognia’ € A’ sihaa+a’ < b+l perognib € B, perognib’ € B’ in quantosea < bea’ < b allora
a+a <b+?, in particolare (A+ A')N(B+ B’) = (). Mostriamo adesso che (A+ A" )U(B+B') = Q.
Sianog € A, ¢ € A, r € Q tale che r < g+¢’, allorar —q < ¢/, pertanto r € A+ A’. Analogamente
si dimostra che per ogni p € B, per ogni p’ € B’, per ogni s € Q tali che s > p+p’ si has € B+ B’.
Da questo possiamo dedurre che sup(A+ A’) = sup(A) +sup(4’) = inf(B) +inf(B’) = inf(B+ B’).
Pertanto abbiamo

A+ A ={z e Q|z <sup(A)+sup(A')}
B+ B ' ={z € Q|z > inf(B) +inf(B')},
da cui & evidente che (A + A") U (B + B’) = Q, pertanto (A + A’, B+ B’) ¢ una sezione di Q.

2. Le due proprieta seguono dalla definizione di somma tra sezioni, in quanto indotta dalla somma in
@ che e associativa e commutativa.

3. Poiché A, C A, si ha (4,,Bp) < (Aptp, Bpyp). Sia adesso r € (Aptpr, Bptpr), abbiamo che
r =p+(r—p), pertanto r —p € (A, By). Poiché A, e A,y non contengono i loro estremi superiori,
esiste e > 0 tale che r—p+e € Ay ep—e € Ay, pertantosihar € (4,+A4,), cioe Aprpy C A, +Ay.

O

Definizione 3.21. Data (A,, By) una sezione relativa a ¢ € Q, definiamo —(Aq, By) = (A_p, B_p)
(sorvoliamo sulla definizione nel caso in cui la sezione non sia relativa a un numero razionale in quanto
pitt complicata).

Vale inoltre il seguente enunciato (di cui non daremo dimostrazione):

Proposizione 3.22. Per ogni sezione di Q (A, B) si ha (A, B) + (Ag,By) = (A,B) e
(4, B) + (=(4, B)) = (Ao, Bo).
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Definizione 3.23 (Sezioni non negative). Una sezione di Q (A, B) si dice non negativa se
(Ao, By) < (A, B), cioe se Ay C A.

Definizione 3.24 (Prodotto tra sezioni non negative). Dati (A, B), (4’,B’) € R definiamo (A, B) -
(A',B") = (AA’, BB’) con

AA'={4d' €Qlq,d 20, g€ A ¢ € A}U{geQ|q<0}

BB'={q¢ €Ql|qe B, ¢ € B}
Con verifiche analoghe a quelle precedenti si dimostrano le seguenti proprieta
e il prodotto di due sezioni negative & una sezione non negativa
e per ogni p,p’ € Q non negativi (A,, By)(Ay, By) = (App, Bpp')
e il prodotto & associativo e commutativo
e per ogni (A4, B) sezione non negativa si ha (A4, B)(A1, B1) = (4, B), (4, B)(Ao, Bo) = (Ao, Bo)
e per ogni (A, B) # (Ao, By) & possibile definire (A, B)~! tale che (A, B)(A, B)~! = (A1, By)

Possiamo inoltre estendere il prodotto alle sezioni negative e a segni discordi.

Abbiamo dato una costruzione di R tramite le sezioni di Dedekind e abbiamo mostrato che R rispetta
I’Assioma di Dedekind, diamo adesso delle definizioni e dei risultati collegati alla struttura di campo
ordinato.

3.4.2 Campi ordinati

Definizione 3.25 (Campo). Un insieme F dotato di due operazioni, indicate con "+” e ”.”, dette
rispettivamente di somma e prodotto si dice campo se valgono le seguenti proprieta:

e perogniz,yceF os+y=y+zex-y=y-x
e perogniz,y,z€F, (z+y)+z=c+(y+2)e(z-y)-z=x-(y-2)

e Le due operazioni ammettono elementi neutri distinti, indicati generalmente con 0 e 1 rispettiva-
mente, tali che perogniz € F, 2 +0=2ez-1=2x

e per ogni x € F esiste 2’ € F tale che x +2' =0
e per ogni x € F\ {0} esiste 2’ € F tale che z - 2" =1

Teorema 3.26. L’insieme R delle sezioni di Q, dotato delle operazioni di somma e prodotto sopra
definite, ¢ un campo dove gli elementi neutri per la somma e per il prodotto sono rispettivamente le
sezioni (Ao, Bo), (A1, B1).

(La dimostrazione di questo teorema non & difficile, tuttavia & lunga e noiosa, pertanto sorvoleremo su
questa).

Definizione 3.27 (Campo ordinato). Un campo F si dice ordinato se & dotato di un ordinamento totale
7?<” compatibile con le sue operazioni, cioe tale che:

e per ogni z,y,z € F,sex <yallorarzr+z<y+z2
e sex, y>0palloraxz- -y >0 perogniz,yeF

(In generale per a > b intendiamo b < a e indichiamo con Op ’elemento neutro per la somma nel campo

Osservazione 3.28. R e Q sono campi ordinati.

Definizione 3.29 (Omomorfismo di campi). Dati F, F' due campi, si dice omomorfismo da F in F'
un’applicazione ¢ : F — F’ non identicamente nulla tale che:

1. per ogni z,y € F, p(z +y) = o(x) + ©(y)

2. per ogni z,y € F, p(x-y) = ¢o(x) - ©(y)
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Se ¢ ¢ un omomorfismo bigettivo si dice isomorfismo, e i campi F e F’ si dicono isomorfi.

Osserviamo che dato un campo ordinato F, possiamo costruire una copia isomorfa di N in F, che indiche-
remo con Ny sommando ripetutamente 1y a se stesso. Con le stesse costruzioni gia utilizzate otteniamo
anche una copia di Z e una copia di Q in F, che indicheremo rispettivamente con Zy e Qp.

Definizione 3.30 (Proprieta archimedea). Un campo ordinato F si dice archimedeo se per ogni a,b € F
tali che 0 < a < b esiste n € Ny per cui b < na.

Definizione 3.31 (Densita). Dato F un campo ordinato, @ C F un suo sottocampo, Q si dice denso in
[F se per ogni z,y € I esiste ¢ € Q tale che z < ¢ < y.

Proposizione 3.32. Sia F un campo ordinato, i sequenti fatti sono equivalenti:
1. F é archimedeo
2. Nr non é superiormente limitato
3. inf{n~! | n € Ni} = Op, con N = Ng \ {Or}
4. Qp & denso in F
Dimostrazione.
(1 < 2). Se FF ¢ archimedeo, siano z, y € F tali che z > 0 e y = 1, allora esiste n € Ny tale che n - 1y > =z,
pertanto Nr non ha maggioranti. Viceversa se Ny non & superiormente limitato, dati x, y > 0 esiste
n € Nr tale che n > g, ovvero F ¢ archimedeo.
x
. —1 * . . * 1 . —1
(2 < 3). Seinf{n~' | n € Nj} = Op allora per ogni « > O esiste n € Nj: tale che — < x. Sostituendo y = x
n
si ha che Ng non ¢ superiormente limitato. Viceversa, se Ny non ¢ superiormente limitato si ha che

per ogni z > O esiste n € Ny tale che n > . Sostituendo y~! = z si ha che inf{n~! | n € Ng} = Op.

(3 < 4). Siano z, y € F, se xy < 0 allora < Op < y oppure y < Op < z. Supponiamo quindi che z e y siano
concordi e, a meno di passare agli opposti, consideriamo il caso Op < z < y. Sia § = y — x > Op,
esiste k € N# tale che k=1 < 4. Consideriamo l'insieme S = {nk~! | n € Ny}, poiché FF ¢ archimedeo
S contiene elementi maggiori di x. Sia allora m € Nz tale che mk™! > z, si ha che (m —1)k~! <,
in particolare

mkt=m-Dk '+t <z+5=y,

m
pertanto z < mk~! < y e quindi Qr & denso in F. Viceversa dato x > O esiste — € Qp tale che
n
m
Or < — < z in quanto Qp & denso in F, in particolare n~! < z per ogni z > Op.
n
O

Definizione 3.33 (Campo ordinato completo). Un campo ordinato si dice completo se rispetta I’ Assioma
di Dedekind

Proposizione 3.34. Ogni campo ordinato e completo € archimedeo.

Dimostrazione.

Sia F un campo ordinato e completo, supponiamo per assurdo che F non sia archimedeo, cioe esistono
a,b € F tali che 0 < a < be b > na per ogni n € N. Allora I'insieme S = {na | n € N} &€ non vuoto e
superiormente limitato, pertanto ammette estremo superiore. Sia o = sup(S), per definizione di estremo
superiore esiste k € N tale che 0 — a < ka, cio¢ o < (k+ 1)a € S, che & assurdo. Pertanto S non &
superiormente limitato, cioe F ¢ archimedeo.

O

Osservazione 3.35.

e R ¢ archimedeo.
/
e (Q & archimedeo, infatti dati due elementi p < ]i/ e sufficiente considerare la media aritmetica tra i
q q

/
m m

due per ottenere un terzo elemento — tale che P < —< g/
n q n q
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Dato F un campo ordinato archimedeo, indichiamo con F l'insieme delle sezioni di Dedekind di F e
definiamo le operazioni di somma e prodotto come sopra. In modo analogo si dimostra che

e F & un campo totalmente ordinato dall’ordinamento indotto dall’inclusione delle sezioni di Dedekind
e F & completo

e l'applicazione B
p: F—TF
z—(Az,Bg)
stabilisce un isomorfismo tra F e un sottocampo denso in F. Chiamiamo il campo F il completamento
di F.

e Se F & un campo ordinato e completo allora F e F sono isomorfi.
Teorema 3.36. Dato F un campo ordinato archimedeo, F ¢ isomorfo a R.

Dimostrazione.

Consideriamo I'applicazione ¢ : F — Qp tale che ¥((4, B)) — (AN Qg, BN Q) (Per semplicita di
notazione d’ora in poi scriveremo (A, B)). Chiaramente ©(A, B) & una sezione di Qp, mostriamo che ¢
& un isomorfismo.

Sia Qp il sottocampo di F isomorfo a Q, per la densita di Qp in F, date due sezioni (4, B), (A’,B") € F
tali che (A, B) < (A, B’), esiste ¢ € Qp tale che ¢ € A"\ A, pertanto ¢(A, B) < ¥(A’,B’), cio¢
¢ & strettamente crescente e quindi iniettiva. Consideriamo adesso (A4, B) € Qp una sezione di Qp,
poniamo (A’, B') una sezione di F tale che A’ = {x ¢ F | Jy € Aconz < y} e B=F\ A. Perla
densita di Qp in F si verifica che ¥(A’, B’) = (A4, B), pertanto v & bigettiva. Similmente si mostra
che ¥((A,B) + (4", B")) = ¢(A,B) + ¢(A’, B’) e che ¢((A, B)(A’, B") = (A, B)y(A’, B’), ciog ¢ & un
isomorfismo.

Consideriamo adesso 'isomorfismo ¢ tra Q e Qp, data una sezione di Q (A, B) chiaramente p(A4, B) & una

sezione di Qp, possiamo quindi estendere ¢ a un isomorfismo @ tra Q@ = R e Q. Pertanto I’applicazione

wiloﬁ:R—)?

¢ un isomorfismo tra R e F.
O

Abbiamo finalmente dimostrato che R & l'unico campo ordinato, completo e archimedeo a meno di
isomorfismo. Proviamo adesso un ultimo risultato sulla cardinalita di R

Proposizione 3.37. |R| = |P(N)|.

Dimostrazione.

Abbiamo costruito R come I'insieme delle sezioni di Dedekind di Q (A4, B), con (A, B) € (P(Q) x P(Q)),
pertanto esiste una funzione iniettiva da R in P(Q) x P(Q). D’altra parte una sezione di Q (4, B) ¢
univocamente determinata dall’insieme A € P(Q), e poiché |Q| = |N| si ha che |R| < |P(N)|. Abbiamo
mostrato che |P(N)| = |X|, con X = {f : N — {0,2}}, definiamo quindi una funzione g : X — R tale che

g(f) =37 f0).
=1

g associa a ogni elemento di X un numero reale che, letto in base 3, ha uno sviluppo decimale infinito
composto solo da 0 e 2. Per ogni f, f' € X con f # f’ si ha che g(f) # g(f’) in quanto i due sviluppi in
base 3 differiscono di almeno una cifra, pertanto g € iniettiva. Allora per il teorema di Cantor-Bernstein
si ha che |R| = |P(N)].

O

3.4.3 Potenze con esponente reale

Definizione 3.38 (Radice n-esima). Vz, y € R diciamo che z & una radice n-esima di y se 1’equazione
R ) o 1
z" = y & vera. Possiamo indicare x con {/y oppure y=.

Proposizione 3.39 (Esistenza e unicita della radice). Per ogniy € R con y > 0, per ogni n € N\ {0},
esiste un unico x € R tale che 2™ = y.
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Dimostrazione.

(Esistenza). Sia x = sup{z € R | 2™ < y}, mostriamo che z™ = y. Per le proprieta dell’estremo superiore,
perogni e > 0siha (z —e)" < 2" <y < (z4+¢&)" e (x—¢e)" < 2" < (z +¢)". Pertanto
2" —y| < (x +e)™ — (x — &)™ = eC, per qualche C > 0 € R. Per l'arbitrarietd di ¢ possiamo
concludere che 2™ = y.

(Unicita). Consideriamo x € R una radice n-esima di y, senza perdere di generalita possiamo supporre x > 0.
Sia z € R un’altra radice n-esima di y, chiaramente se z < x si ha z" < 2" = y, pertanto z > .
Supponiamo per assurdo z > z, allora 2™ > z”, cioe 2™ > y, che e assurdo. Pertanto z = z.

O
Definizione 3.40 (Potenze a esponente reale). Per a > 0, b € R definiamo a®:
(a>1). a® =sup{a? | ¢ < b, q€Q}
(a<1). a® =inf{a? | g < b, ¢€Q}
(a=1). a*=a

b

m
SebeQ, cioe b= — con m € Z, n € N\ {0}, possiamo definire a” in modo equivalente come
n

(a=)™  m>0
ab =11 m=10
(a%)*m m <0
Valgono le usuali proprieta delle potenze:
o abte — qbac
e (ab)¢ = a‘b"
e a®>0
ea'=1
o 1°=1
e sea>1leb<calloraa® <a°
eseca<1leb<calloraa® > af
3.5 Numeri complessi
Definizione 3.41 (Unitd immaginaria). Chiamiamo unitd immaginaria il simbolo i tale che i2 = —1.

Definizione 3.42 (Numeri complessi). Definiamo I'insieme C dei numeri complessi come l'insieme for-
mato da tutte le somme e prodotti formali di ¢ con elementi di R. Equivalentemente possiamo descrivere
C come l'insieme {a +ib | a,b € R}.

Osservazione 3.43. Dall’identificazione C = {a + ib | a,b € R} abbiamo una naturale corrispondenza
tra C e R? = {(a,b) | a,b € R}.

Definizione 3.44 (Somma, prodotto). Definiamo su C una somma e un prodotto indotti da quelli su R.
o (a+ib)+ (c+id)=(a+c)+i(b+d)
e (a+ib)(c+id) = (ac — bd) + i(ad + bc)

Osservazione 3.45. Si verifica che queste operazioni sono ben definite e forniscono a C una struttura
di campo che estende quella di R, tuttavia l'ordinamento indotto da R non ¢ totale su C. Infatti se
supponiamo i < 0 si ha i2 > 0, che & assurdo in quanto i> = —1. D’altra parte se fosse i > 0 si avrebbe
i2 > 0, che & assurdo. Poiché chiaramente i # 0 si ha che ”<” non & una relazione d’ordine totale su C.
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Definizione 3.46 (Parte reale, immaginaria). Dato z = a 4+ ib € C si dicono parte reale e parte
immaginaria di z rispettivamente le funzioni R(z) = a, S(z) = b.

La scrittura di un numero complesso come a+ib ¢ detta forma cartesiana. Sfruttando la naturale bigezione
tra C e R possiamo descrivere un numero complesso in modo alternativo tramite le sue coordinate polari
(o in forma trigonometrica) rispetto al punto (0, 0):

z=a+1ib= pcos? +ipsin¥ = p(cos ¥ + isin).

Chiamiamo p il modulo di z (rappresentando z sul piano complesso si vede che |z| = p = Va2 +b?), e
¥ = arg(z) 'argomento di z. Osserviamo che arg(z) non & univoco (ha un periodo di 27), definiamo quindi
I'argomento principale di z come Arg(z) = arg(z) tale che Arg(z) € [0,27). La forma trigonometrica
risulta particolarmente utile per calcolare il prodotto di numeri complessi, infatti dati

z1 = p1(cosy +isindy), 2o = pa(cosy + isinds) si ha

2129 = p1p2(cos Py cos ¥y — sindy sin s + i(sin ¥y cos I + sin g cos ) =
= p1p2(cos ¥y + Jo + isinv; + ¥2)

Osservazione 3.47 (Legge di De Moivre). (cosd + isind)™ = cos(nd) + isin (nd).

Definizione 3.48 (Forma esponenziale). Ponendo e = cos®) + isin? (daremo una dimostrazione di
questa formula piltt avanti, utilizzando le serie di Taylor) possiamo scrivere un numero complesso

2z = p(cos® + isindd) in forma esponenziale: z = pe'™. Poiché la funzione ¢® : R — R & surgettiva,
possiamo scrivere p = e¥ per un opportuno ¢ € R, pertanto abbiamo z = e¥e? = e¥*7.

Definizione 3.49 (Coniugato). Dato z = a+ib = pet@r9(2) chiamiamo coniugato di z il numero complesso
Z=a—ib=pe1or9(z),
Radici n-esime in C
Cerchiamo le soluzioni dell’equazione z™ = w con z,w € C. Scrivendo z e w in forma esponenziale si ha

(|Z|eiarg(z))n _ |w‘ei(AT‘_(I(?U)-%-QIWT)7 ke,

_ Arg(w) + 2kn

Abbiamo quindi |z| = |w|* e Arg(z) , con k € Z tale che

Arg(z) € [0,2m). Osserviamo che per |w| # 0 abbiamo n radici distinte che si dispongono sul piano
complesso come i vertici di un poligono regolare di n lati

3.5.1 Teorema Fondamentale dell’Algebra

Definizione 3.50 (Campo algebricamente chiuso). Un campo F si dice algebricamente chiuso se ogni
polinomio non costante a coefficienti in F ammette una radice in F.

Teorema 3.51 (Fondamentale dell’Algebra). Ogni polinomio non costante a coefficienti in C ammette
una radice in C.

Corollario 3.52. Ogni polinomio non costante a coefficienti in C si fattorizza in polinomi di primo grado
a coefficienti in C.

Corollario 3.53. Ogni polinomio non costante a coefficienti in R si fattorizza in polinomi di grado 1 o
2 drriducibili in R. Inoltre se a € C ¢é una radice di un polinomio a coefficienti reali, allora anche @ é
una radice.

Corollario 3.54. Ogni polinomio non costante a coefficienti reali ha un numero pari (possibilmente 0)
di radici non reals.
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Capitolo 4

Topologia in R"

4.1 Distanza, insiemi aperti e chiusi

Definizione 4.1 (Distanza). Dato un insieme E, una distanza (o metrica) su E ¢ una funzione
d: Ex FE —[0,400) tale che:

e d(x,z) =0perognix € F

e d(z,y) =d(y,z) per ogni z,y € E

e d(z,y) +d(y,z) > d(x, z) per ogni z,y, z € E (disuguaglianza triangolare)
La coppia (E,d) dove d & una distanza su E si dice spazio metrico.

Definizione 4.2 (Palla). Dati (E,d) uno spazio metrico, 7 > 0, x € E, definiamo
B.(z) ={y € E | d(z,y) < r} la palla aperta di centro z e raggio v, B.(z) = {y € E | d(z,y) < r} la
palla chiusa di centro x e raggio .

Definizione 4.3 (Intorno). Dati (E,d) uno spazio metrico e A C E un suo sottoinsieme, A si dice
intorno di « € A se esiste r > 0 tale che B,(x) C A.

Definizione 4.4 (Aperto). Dato E uno spazio metrico, A C E si dice insieme aperto se A € intorno di
ogni suo punto, cioé se per ogni z € A esiste r > 0 tale che B,.(z) C A.

Osservazione 4.5. Se r > 0 allora B,.(z) ¢ un insieme aperto per ogni x € E.

Dimostrazione.
Per ogni y € B,(z) si ha d(z,y) < r. Fissato y € B,(x) e posta d(z,y) = r —d con 0 < § < r, per
ogni z € Bs(y) si ha che d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) < r per disuguaglianza triangolare. Pertanto si ha
B;s(y) € B,(x), cioé B,.(z) ¢ un insieme aperto.

O

Definizione 4.6 (Topologia). Dato E uno spazio metrico, si dice topologia di E I'insieme
A={ACE| A e aperto}.

Osservazione 4.7. Osserviamo che grazie alla costruzione delle palle aperte possiamo utilizzare una
metrica per indurre una topologia.

Proposizione 4.8 (Proprieta degli aperti). Dato E uno spazio metrico e A la sua topologia, si ha che:
1.0, Ec A
2. {AiierCA = [JAic 4

i€l

3. {Ai}iz1,. n CA = ﬂ A, €A

i=1
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Dimostrazione.

1. 0 non ha elementi, pertanto non c’¢ niente da verificare. E contiene ogni suo elemento, quindi ogni
palla centrata in un suo elemento, pertanto E & aperto.

2. Per ogni x € U A; esiste ¢ € I tale che x € A;. Allora esiste r > 0 tale che B,(z) C A4; C U A;,
i€l iel
pertanto ¢ aperto.

3. Perogniz € ﬂ A;sihax € A; perognii € {1,...,n}. Poiché A; € Aperognii € {1,...,n} esiste
i=1
r; > 0 tale che B, (z) C A; per ogni i € {1,...,n}. Siar =min{r; |i € {1,...,n}}, By(x) C A;

per ogni i € {1,...,n}, allora B,.(z) € ﬂ A; e quindi ¢ aperto.
i=1

O

Definizione 4.9 (Chiuso). Dato E uno spazio metrico, A C E si dice insieme chiuso se £\ A ¢ un
insieme aperto

Osservazione 4.10. Analogamente, se r > 0 allora B,.(z) & un insieme chiuso per ogni z € E.

Proposizione 4.11 (Proprieta dei chiusi). Dato E uno spazio metrico, sia C = {A C E | A é chiuso}.
Si ha:

1. ),EeC
2. {Ai}ie[gc - ﬂAlEC

icl

3. {Ai}izl,mm CC = U Al eC

i=1
Dimostrazione.
Utilizzando le leggi di De Morgan la dimostrazione ¢ analoga alla precedente.
O
Definizione 4.12 (Spazio normato). Dato E uno spazio vettoriale su R, E si dice spazio normato se
esiste una funzione | - || : E — R, detta norma, tale che:
o |[z| >0Vz e E

|| =0 <= =0

[IAz]| = A - ||| VA e R, Vz € E

e +yll < |zl + [lyll Yo,y € E

Osservazione 4.13. Uno spazio normato & anche uno spazio metrico se si considera una metrica indotta
dalla norma, cioe d(x,y) = ||z — y|| Vz,y € E.

4.2 Parte interna, frontiera e aderenza

Definizione 4.14 (Punto interno/esterno). Dato E uno spazio metrico, € E si dice interno ad A C E
se esiste r > 0 tale che B,.(x) C A. Analogamente z € E si dice esterno ad A C F se esiste r > 0 tale
che B,(z) C E\ A.

Definizione 4.15 (Parte interna). Dato E uno spazio metrico, A C E, si dice parte interna di A l'insieme
int(A) = A= {x € E | x & interno ad A}.

Definizione 4.16 (Frontiera). Dato E uno spazio metrico, A C FE, si dice frontiera di A l'insieme
OA={z € E|xz¢int(A) Az ¢ int(E\ A)}. Equivalentemente
OA={z € E|VYr>0B.(v)NA#0OAB,(z)NA° £ (0}.
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Proposizione 4.17. Dato E uno spazio metrico, A C E, si ha:
1. A é aperto se e solo se int(A) = A
2. int(A) é un insieme aperto
3. int(A) é il pin grande insieme aperto contenuto in A
Dimostrazione.
1. Segue dalla definizione di insieme aperto

2. Per definizione di parte interna si ha che per ogni € int(A) esiste r > 0 tale che B,(z) C A.
Poiché B, (x) & un insieme aperto, per ogni y € B, (x) esiste r; > 0 tale che B, (y) C B,(z) C A,
cioe y € int(A). In particolare B, (x) C int(A), pertanto int(A) & un insieme aperto.

3. Sia A’ C A un insieme aperto, allora per ogn a € A’ esiste r > 0 tale che B,(a) C A’ C A. Pertanto
se a € int(A) allora A’ C int(A).

O
Osservazione 4.18. 9B, (z) ={y € E | d(z,y) = r}.

Definizione 4.19 (Aderenza). Dato E uno spazio metrico, z € E si dice aderente ad A C E se per ogni
r >0 B,(z) N A # (). Chiamiamo A = {z € E | z ¢ aderente ad A} la chiusura di A.

Osservazione 4.20. A & un insieme chiuso.
Proposizione 4.21. A = int(A) U JA.

Dimostrazione.
z € A se e solo se per ogni 7 > 0 si ha B, N A # (), se e solo se x ¢ int(E \ A), se e solo se
z € (int(E\ A))° = int(A) UIA.

Osservazione 4.22.
e A={z¢c E|d(x,A) =0} dove poniamo d(z, A) = inf{d(z,a) | a € A}
e Se A & chiuso allora A = A

e A ¢ il piu piccolo insieme chiuso contenente A

4.3 Punti di accumulazione

Definizione 4.23 (Punto di accumulazione). Dato F uno spazio metrico, x € FE si dice punto di
accumulazione per A C E se per ogni r > 0 (B,(x) \ {z}) N A # 0.

Definizione 4.24 (Insieme derivato). Dato E uno spazio metrico, si dice insieme derivato di A C FE
I'insieme A’ = {z € E' | z ¢ un punto di accumulazione per A} = D(A).

Definizione 4.25 (Punto isolato). Dati E uno spazio metrico e A C E un suo sottoinsieme, a € A si
dice punto isolato se a ¢ A’. A si dice insieme discreto se tutti i suoi punti sono isolati, cioe D(A) = 0.

Proposizione 4.26. Dato E uno spazio metrico, C C E é un insieme chiuso se e solo se contiene tutti
1 suot punti di accumulazione.

Dimostrazione.

(=). Sia zp un punto di accumulazione per C, supponiamo per assurdo xo ¢ C, allora per ogni
r > 0 B.(19) NC # (. D’altra parte xo € C® aperto, pertanto esiste 7 > 0 tale che B,/ (xg) &
tutta contenuta in C, in particolare B, (x9) N C = (), che & assurdo in quanto zy ¢ un punto di
accumulazione per C.

(<=). Per ogniz € C°, poiché z non & un punto di accumulazione per C, esiste r > 0 tale che B,.(z) C C¢,
pertanto C¢ & aperto, cioe C' & chiuso
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Osservazione 4.27. Dato A un insieme, tutti i suoi punti di accumulazione sono aderenti ad A.
Definizione 4.28 (Insieme denso). Dato E uno spazio metrico, A C E si dice denso in E se A = E.

Osservazione 4.29. Se x ¢ un punto di accumulazione per A allora per ogni r > 0 B,.(z) contiene infiniti
elementi di A diversi da x.

Dimostrazione.
Supponiamo per assurdo che esista ro > 0 tale che B,,(z) contiene un numero finito di punti diversi da
x, consideriamo 7 < rg tale che B, () non contiene nessun elemento di A diverso da z. Cid significa

che z non ¢ un punto di accumulazione per A, che ¢ assurdo.
O

Definizione 4.30 (Insieme limitato). E C R si dice limitato se esistono z € E, r > 0 tali che E C B,.(x).

Proposizione 4.31. Dato ACR, A#(, sia 0 =sup A. Se o < o0 (cioé A & superiormente limitato)
ec¢d A = o€ D(A).

Dimostrazione.
Per la definizione di estremo superiore si ha:

c>aVaec A

oc=sup A <
P {V5>03a06A|0—5<a0

Ve > 0 Ja € A tale che 0 —¢ < a < 0. Dal momento che 0 ¢ A si ha o —¢ < a < 0. Allora
Ve >0 AN (B:(0) \ {o}) # 0, pertanto o & un punto di accumulazione di A, cioé o € D(A).
O

Osservazione 4.32. Vale un analogo enunciato (e dimostrazione) per inf A.

Proposizione 4.33. Dato G C R un sottogruppo additivo di R, poniamo go = inf{G N (0,+0c0)}, si ha:
1. se go =0 allora G =R, cioé G ¢é denso in R
2. se go > 0 allora G = goZ = {gok | k € Z}

Dimostrazione.

1. Mostriamo che V(a,b) C R si ha (a,b) N G # 0. Supponiamo a > 0, poiché gy & un punto di
accumulazione per GN (0, +00) si ha che per ogni € > 0 esiste g. € GN(0,¢), in particolare fissiamo
£,9- € R tali che 0 < e < 5%, g. € GN(0,e). Poiché G & un gruppo additivo si ha g.Z C G.
Consideriamo adesso 'insieme S = {k € N | kg. < a} C G, S # 0, poniamo ky = max S. Abbiamo
che (ko + 1)ge > a, da cui (ko + 1)g: = koge + g < kog: + £ < a+e < b. Poiché g. € Ge G ¢ un
gruppo additivo si ha (ko + 1)g. € G, pertanto (ko + 1)ge € ((a,b) N G), cioé G & denso in R.

2. Poiché go > 0 e go = inf(G N (0,+00)) si ha che gy € G. Infatti altrimenti si avrebbe go € D(G),
pertanto dg1,92 € G con g1 < g tali che g9 < g1 < g2 <290 = 0 < g2 — g1 < go, assurdo per
definizione di gy. Dal momento che G & un gruppo additivo ggZ C G, supponiamo per assurdo che
sia goZ # G. Allora 3g; € G\ goZ, cioe Fky € Z tale che kogo < g1 < (ko + 1)go. Abbiamo quindi
91 —kogo € GN(0,00) e g1 —kogo < go, ma questo & assurdo per definizione di gg, pertanto G = goZ.

O
Corollario 4.34. Q ¢ denso in R.

Teorema 4.35 (Bolzano-Weierstrass). Dato E C R™ limitato e con cardinalita infinita, allora E ammette
un punto di accumulazione, cioé D(E) # ().
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Dimostrazione.

Poiché E ¢ limitato 3Q¢y 2 F un n-cubo di spigolo Ly > 0. Dividiamo Qg in {Q(()l)7 el Qéﬂ)}7 n

n-cubi di spigolo % Almeno uno di questi n-cubi contiene infiniti punti di F, infatti se per assurdo
on

vie {1,...,2"}, |Q(()Z) N E| fosse finita allora si avrebbe |E| < Z \Q(()Z)|7 ma questo & assurdo in quanto
i=1

E ha cardinalita infinita. Poniamo quindi tale n-cubo Q; e reiteriamo questo ragionamento. Vj > 0 sia

Qj41 tale n-cubo, osserviamo che Q; ha spigolo di %, poniamo T € ﬂjeN Q;. Poiché Vr > 035 € N tale

che r > L2 abbiamo che Q; C B,.(Z) e |[EN Q;| = 400, pertanto Vr > 0 Ja € E\ {Z} tale che a € B, (7),

cioé T € un punto di accumulazione per F.

O

Osservazione 4.36. Se I C R” ¢ chiuso allora tale punto di accumulazione & contenuto in F.
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Capitolo 5
Limiti

5.1 Limiti di funzioni e successioni

Definizione 5.1 (Limite di funzione). Dati E, F' spazi metrici, f : E\ {zo} — F una funzione, xy € F

punto di accumulazione per E, si dice che f ha limite £ € F per x — x¢ (x che tende a xg) se VV intorno

di £ 3U intorno di xq tale che f(U \ {zo}) C V. Indichiamo il limite con lim f(z) = ¢ oppure f(x) — ¢
Tr—rxo

se ¢ chiaro dal contesto a quale valore tende .
Osservazione 5.2.
e Il limite & indipendente da f(xg).

e Se il limite esiste & unico, supponiamo infatti che ¢ e ¢ siano due limiti distinti di f(z) per © — z,
allora esistono V, V’ intorni di £, ¢’ rispettivamente tali che VNV’ = (). Per la definizione di limite
abbiamo che esistono U, U’ intorni di zo tali che f(U \ {z0}) C V e f(U"\ {zo}) C V’'. Allora
Ir > 0 tale che B,(zo) CUNU’, pertanto f(B,(x9)) €V NV’ che ¢ assurdo.

Definizione 5.3 (Reali estesi). Definiamo 'insieme dei reali esteso I'insieme R = R U {+o00} U {—o0},
dove +00 e —o0 sono due oggetti per i quali valgono le seguenti convenzioni:

e Vx eR, —co<x < +00
o Vr eR, z+ (+00) = (+00) + & = 400,  + (—0) = (—00) + & = —0

o (+00)(+00) = +oo

o —(+00) = 00, ~(~00) = +o0

Ve >0€R, z(—00) = (—o0)r = —00, 2(+00) = (+00)x = +00

Vo <0€eR, 2(—00) = (—0o0)z = 400, £(+00) = (+00)r = —00

Osservazione 5.4. L’insieme dei reali esteso puo essere utile per descrivere meglio le proprieta di alcuni
limiti, tuttavia non possiede la struttura di campo e non rispetta ’Assioma di Dedekind (non esiste un
elemento separatore tra z e +oo Vr € R). R non ¢ nemmeno uno spazio metrico, ma ¢ uno spazio
topologico con la topologia indotta da quella euclidea su R.

Definizione 5.5 (Intorno di infinito). Diciamo che U & un intorno di +o0c0 se 3z € R tale che y € U
Yy > x. Analogamente diciamo che U ¢é un intorno di —oco se 3z € R tale che y € U Vy < z.

Osservazione 5.6. Adesso possiamo definire i limiti per x — +00 e possono valere +oc.

Definizione 5.7 (Successione). a,, si dice una successione a valori in E se esiste una funzione f : N — E.
n —an,
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Definizione 5.8 (Limite di successione). Dato E uno spazio metrico, a,, una successione a valori in E,
essa ha limite ¢ € F se, definita f : N — E, si ha

n —ran

S ) = B on =1

cioé se YV intorno di ¢ 3U intorno di +oo tale che f(n) € V ¥n € NNU. Equivalentemente se Ing € N
tale che a,, € V Vn > ng.

Osservazione 5.9. Poiché N C R ¢ ben definito il limite per n — +o00.

Definizione 5.10 (Convergenza). Una successione a,, a valori in R si dice convergente se a, — £ € R,
si dice divergente se a,, — +00, si dice non convergente se non & definito il limite per n — 4o0.

Proposizione 5.11. Dato E uno spazio metrico, C C E ¢é chiuso se e solo se tutte le successioni a valori
in C convergenti in E, convergono in C'.

Dimostrazione.

(=). Sia a, una successione a valori in C, x € E tale che a,, — .
Poiché Vr > 0 (B,(z)\ {z})NC # () si ha che x & un punto di accumulazione per C. C & un insieme
chiuso, pertanto contiene i suoi punti di accumulazione, cioe =z € C.

(<=). Sia a,, una successione a valori in C convergente in © € E, per definizione di limite si ha che per
ogni r > 0 l'insieme (B, (x)\ {z}) N C & non vuoto, pertanto = ¢ un punto di accumulazione per C.
Per ipotesi si ha che a,, converge in C, cio¢ z € C. Per I'arbitrarieta di a,, allora C' contiene tutti i
suoi punti di accumulazione, pertanto e chiuso.

O

Teorema 5.12 (Dei due carabinieri). Dato E uno spazio metrico, f, g, h funzioni da E\ {z¢} in R con
o punto di accumulazione per E, se f < h < g in un intorno di xq e

lim f(z) = lim g(z) =¢€R = lim h(z) =¢.

T—x T—T T—To
Dimostrazione.
Distinguiamo due casi:
(¢ = £00). Supponiamo ¢ = 400 (il caso ¢ = —oo si tratta in modo analogo), allora ¥V intorno di +oo,

V = (a,+00) con a € R, 3U intorno di zg tale che f(z) € V Vo € U, cioe f(z) > a Vo € U. Allora
h(z) > f(x) > a Vx € U, pertanto lim h(z) = 400 = L.
Tr—xTo
(£ € R). Per definizione di limite Ve > 0 3U intorno di g tale che f(z) € (—&,l+¢c) e g(x) € ((—e,l+¢€) Vx €
U. Pertanto h(z) € (¢ —e,£ +¢), cioe lim h(z) = £.
Tr—x0

O
Corollario 5.13. Dato E uno spazio metrico, f funzione da E\{xo} in R con xg punto di accumulazione
per B,
lim f(z)=0 < lim |f(x)] =0.
T—To T—xg
Dimostrazione.

(=>). Per la definizione di limite Ve > 0 3U intorno di z¢ tale che
f(@) € (—g,e) Vx € U. Allora |f(x)| € [0,e) C (—¢,¢)Va € U, cioe

lim |f(z)| = lim f(z)=0.

T—Tg T—To

(<=). Per ogni z € E'\ {zo} si ha —|f(z)| < f(x) <|f(z)|, pertanto per il Teorema dei due carabinieri si
ha la tesi.

O
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Corollario 5.14. Dato E uno spazio metrico, f, g funzioni da E \ {zo} in R con xog punto di accumu-
lazione per E,

lim f(z) =0 el|g(xz)] <M € R in un intorno di xy = lim (f(z) - g(x)) = 0.

T—T0 T—T0o

Dimostrazione.
In un intorno di xq si ha

—M|f(z)] < f(x) - g(x) < M|[f(x)],
poiché per x — x¢ si ha f(z) — 0 e M & una costante, per il Teorema dei due carabinieri si ha

i (f(2) - g(x)) =0.

5.2 Proprieta algebriche dei limiti in R

Teorema 5.15 (Permanenza del segno). Dati E, F spazi metrici, f funzione da E\ {zo} in F, g € E
punto di accumulazione per E, se

lim f(z)=¢ 20 allora esiste U un intorno di xo tale che f(y) =20 Yy € U.

Tr—xo
Proposizione 5.16 (Somma). Dato E uno spazio metrico, f, g funzioni da E\ {xo} in R con z¢ punto
di accumulazione per E,
lim f(z)=¢€R, lim g(x)=meR = lim (f(z) +g(zx)) =L+ m.
T—xTo

Tr—xo Tr—xo

Dimostrazione.

Per la definizione di limite Ve > 0 3U;, Us intorni di zq tali che

F(Ui\{z0}) C Beja(£) e g(Ua \ {x0}) C B.j2(m). Poniamo U = Uy U Uy, chiaramente U ¢ un intorno di
xo. Allora Vo € U \ {zo} Iry, ra, con

[r1], [re] < &/2, tali che f(x) =£+r1 e g(x) = m + rq, pertanto

f(x)+g(x) =€+ 71 +m+re. Quindi abbiamo f(z) 4+ g(x) € B-(¢ +m) Yz € U \ {z0}, pertanto

Jim (£(@) +9(a)) = ¢+ m.
O

Proposizione 5.17 (Prodotto). Dato E uno spazio metrico, f, g funzioni da E\ {zo} con x¢ punto di
accumulazione per E,

lim f(x)={€R, ml;n; glx)y=meR = lim (f(z)-g(x)) =L -m.

T—x0 T—To

Dimostrazione.
Per la disuguaglianza triangolare abbiamo

0 < |f(z)g(x) —tm| < |f(z)g(x) — Lg(x)| + [bg(z) — Em],
da cui si ricava
0 <[f(2)g(x) = tm| <g(x)| - |f(x) = ] +[£] - lg(z) = m].
Per © — z¢ si ha |f(z) — ¢ = 0 e |g(x) — m| — 0, pertanto per il Teorema dei due carabinieri

i [£(2)g(x) — tm| =0, ciod lim (f(x)g(x)) = tm.
O

Proposizione 5.18. Dati E uno spazio metrico, xo un punto di accumulazione per E, f, g funzioni da
E\ {zo} in R, se esiste I un intorno di xq tale che f(x) < g(x) per ogni x € I\ {zo} e se esistono finiti

lim f(z)=4¢, lim g(x) =m allora £ < m.
T—xTo T—TQ

Dimostrazione.

Consideriamo la funzione h : E\ {zo} — R tale che h(z) = g(z) — f(z) per ogni z € E\ {z¢}, osserviamo

che h(x) > 0 per ogni « € I\ {z¢}, inoltre lim h(z) = m — ¢. Supponiamo per assurdo m — ¢ < 0, per
Tr—To

il Teorema di permanenza del segno si ha che esiste un intorno U C I di z( tale che h(z) < 0 per ogni
x € U\ {xo}, cioe g(z) — f(x) < 0 per ogni x € U \ {zo}, che ¢ assurdo. Pertanto ¢ < m.
O
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5.3 Insiemi compatti

Definizione 5.19 (Compattezza). Dato E uno spazio topologico, A la sua topologia:

1. E si dice compatto se per ogni ricoprimento aperto di E esiste un sottoricoprimento finito che
contiene E, cioe se VR C A tale che E C (Jocp Q, 35 C R finito tale che E C (g, g .

2. F si dice numerabilmente compatto se la proprieta precedente € valida per ogni ricoprimento
numerabile.

3. E si dice sequenzialmente compatto se Vx,, successione a valori in E esiste una sottosuccessione x,
convergente in F.

Teorema 5.20. Dato E uno spazio metrico, i sequenti fatti sono equivalenti:
1. E ¢ compatto
2. E ¢ numerabilmente compatto
3. E ¢ sequenzialmente compatto

Osservazione 5.21. Questa e una proprieta specifica degli spazi metrici, non vale in generale per uno
spazio topologico.

Proposizione 5.22. Dato E uno spazio metrico compatto, se F' C E é un insieme chiuso allora F ¢
uno spazio metrico compatto.

Dimostrazione.

Sia x, una successione a valori in F', in particolare x,, ha valori in E. Poiché FE ¢ uno spazio metrico
compatto esiste una sottosuccessione x,, convergente in x € E. Osserviamo che x ¢ un punto di accu-
mulazione per F' e, poiché chiuso, F' contiene tutti i suoi punti di accumulazione, pertanto x € F, cioe F'

& compatto.
O

Proposizione 5.23. Dato E uno spazio metrico, se F C E ¢é un insieme compatto allora F é chiuso e
limitato

Dimostrazione.
Dimostriamo separatamente che F' e chiuso e limitato.

1. Supponiamo per assurdo che F' non sia chiuso, allora esiste zg ¢ F punto di accumulazione per
F', quindi esiste una successione x, a valori in F' convergente in xy. Poiché F' & compatto esiste
una sottosuccessione x,, convergente in x; € F. D’altra parte, per unicita del limite si deve avere
Tg = 1, che ¢ assurdo. Pertanto F' ¢ chiuso.

2. Supponiamo per assurdo che F non sia limitato, allora Vo € F si ha F ¢ B,(x) Vr > 0. Conside-
riamo una successione x,, tale che
Ty € F'\ By(zy,e,_1)+1(20), allora d(xy,,z,,) > 1 ¥n # m, e questo ¢ valido anche per ogni sotto-
successione x,, . Quindi né z,,, né le sue sottosuccessioni convergono, cioe F' non € compatto, che
¢ assurdo. Pertanto F' & limitato.

O

Osservazione 5.24. 1l viceversa non e vero, in generale esistono spazi metrici con sottoinsiemi chiusi,

limitati, non compatti. Consideriamo ad esempio 'insieme ¢, = {a,, successioni limitate a valori in R},

definiamo una norma || - || su £ tale che ||x,| = sup |x,| per ogni z,, € £,. Con la distanza d indotta
neN

dalla norma (£, d) & uno spazio metrico. Osserviamo che le palle chiuse Br(x,,) = {yn | |n —ynl < R}
sono insiemi chiusi, limitati e non compatti. Infatti se consideriamo la successione x,, € B1(0) (0 indica
la successione identicamente nulla) dove per ogni m € N z,,, ¢ la successione a; tale che a; =0 se i #m
e a, = 1, non & possibile estrarre una sottosuccessione z,,, convergente in By (0), pertanto B1(0) non &
compatto, cosi come tutte le palle chiuse di /.

Teorema 5.25. Dato F' C R"™ chiuso e limitato, allora F' é compatto.
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Dimostrazione.
Sia z, una successione a valori in F', distinguiamo due casi:

1. Se esiste un valore x € F tale che x,, = x frequentemente, cio¢ Vn € N In’ > n tale che =, = z,
allora esiste una sottosuccessione x,, costante tale che z,, = x Vk € N che converge banalmente a
r € F, quindi F' ¢ compatto.

2. Altrimenti abbiamo che 'insieme X = {z,, | n € N} C F ¢ infinito e limitato, pertanto F' & infinito
ed esiste un punto di accumulazione x € R™ per I'insieme X per il Teorema di Bolzano-Weierstrass.
F ¢ chiuso, pertanto contiene tutti i suoi punti di accumulazione, possiamo quindi costruire una
successione a valori in X, cioe una sottosuccessione di x,,, convergente in z, quindi F' & compatto.

O
Diamo adesso una dimostrazione alternativa del Teorema di Bolzano-Weierstrass.

Teorema 5.26 (Bolzano-Weierstrass). Dato E uno spazio metrico, se ' C E ¢ infinito e compatto allora
F ammette un punto di accumulazione.

Dimostrazione.
Sia x,, una successione a valori in F tale che =, ¢ {z1,...,2,-1} ¥n € N, allora per la compattezza di F
esiste una sottosuccessione z,, convergente a un punto z € F' con z,, # = Vk € N, in particolare x ¢ un

punto di accumulazione per F'.
O

5.4 Successioni di Cauchy, completezza

Definizione 5.27 (Successione di Cauchy). Dato E uno spazio metrico, una successione z,, a valori in
FE si dice successione di Cauchy se

Ve > 0 dne > 0 tale che d(zy,, x,) < & Vn,m > n..

Proposizione 5.28. Dato E uno spazio metrico, se x,, & una successione a valori in E convergente in
x € E allora x,, ¢ una successione di Cauchy.

Dimostrazione.
Poiché z,, converge in x si ha che Ve > 0 3n. tale che x,, € B./3(x), cio¢ d(xy,z) < £/2, Vn > n.. Per
disuguaglianza triangolare si ha

A Xy ) < d(Xp, ) + d(Tm,x) < € Vn,m > ng,

pertanto z, € una successione di Cauchy.
O

Osservazione 5.29. Non e vero il viceversa, infatti una successione di Cauchy & sempre limitata, ma
potrebbe non convergere in F.

Proposizione 5.30. Data z,, una successione a valori in R™, se x,, ¢ una successione di Cauchy allora
converge in R™.

Dimostrazione.
Poiché x,, & una successione di Cauchy si ha che l'insieme X = {x,, | n € N} ¢ limitato. Distinguiamo
due casi:

1. Se X ¢ un insieme finito allora z,, assume frequentemente lo stesso valore x;. Poiché z,, € una
successione di Cauchy si ha che

Ve > 0 In. > 0 tale che d(zp, z,) < € Vn,m > ne,

in particolare per la disuguaglianza triangolare si ha che
d(Tpy Tm) < d(Tp,x;) + d(@m, ;). Poiché d(xy,, x;), d(xm, ;) < € si ha che z,, — x;.
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2. Se X ¢ un insieme infinito allora per il Teorema di Bolzano-Weierstrass esiste un punto di accumu-
lazione x € R", pertanto esiste una sottosuccessione x,,, convergente in x. Allora abbiamo che z,
converge in x, infatti

Ve > 0 Ing, ke tali che d(zp, zm) <e, d(zp,,z) <e ¥Yn,m > n.,Vk > k..
Pertanto per disuguaglianza triangolare si ha
|zn — x| < |z, — T | + |20, — 2] < 26,
cioe z,, — .
O

Definizione 5.31 (Spazio metrico completo). Uno spazio metrico E si dice completo se tutte le succes-
sioni di Cauchy a valori in E convergono in E.

Osservazione 5.32.
e R & uno spazio metrico completo, Q no
e Uno spazio metrico compatto € anche completo

e Esistono campi ordinati e completi come spazi metrici diversi da R (e non isomorfi), ma R & 'unico
a essere anche archimedeo

o E possibile dare una costruzione di R tramite la relazione di equivalenza indotta dalle successioni
di Cauchy: date x,, y, successioni a valori in Q poniamo z,, ~ y, < (z, —yn) — 0 per n = oo
e identifichiamo R con il quoziente {x,, € Q successione di Cauchy}/~

Definizione 5.33 (Spazio di Banach). Uno spazio normato F si dice spazio di Banach se & uno spazio
metrico completo con la metrica indotta dalla norma.

Teorema 5.34 (Baire). Dati E uno spazio metrico, {F, C E},en una famiglia di chiusi a parte interna

vuota e F' =, cy Fn, allora F' & a parte interna vuota.

5.5 Limite destro e sinistro

Definizione 5.35 (Limite destro e sinistro). Dati E uno spazio metrico, ¢ € E un punto di accumula-
zione per E, f: E\ {20} — R una funzione, definiamo

lim f(z) = lim f(x)

x—mf{ T—x0 |(Eﬁ($0,+00))

il limite destro di f(x) per x — xo. Analogamente definiamo

lim f(z)= lim f(x)

oz T—T0 ‘(Eﬁ(—oo,zo))

il limite sinistro di f(x) per x — xg.
Osservazione 5.36.

o lim f(z)={¢ <= VV intorno di ¢ esiste € > 0 tale che f(z) € V Vz € (xg,20 + ¢€)

+
E—)IO

e Se esiste finito lim f(x) allora esistono anche i limiti destro e sinistro rispetto a xg, ma non vale
rT—rT0o

il viceversa. Ad esempio la funzione

1 x>0
sgn(z) =40 =0
-1 <0

non ammette limite in 0, anche se esistono finiti i limiti destro e sinistro rispetto a 0
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Proposizione 5.37. Dati E uno spazio metrico, xg € E un punto di accumulazione per E, f : E\{xzo} —
R una funzione, se esistono finiti
lim f(z) = lim f(z)=1¢ allora lim f(z)=1/¢
Tz Tz T—=To
Dimostrazione.
Per la definizione di limite destro e sinistro abbiamo che per ogni V intorno di £ esistono e, ™ > 0 tali
che f(z) € VVz € (xg—e,m0)U(z0,z0+€T). Postoe = min{e~,e"} siha f(x) € V Vz € (z9—¢,x0+¢),
cioe lim f(x)="~¢.
T—x
O

Proposizione 5.38. Dati E C R uno spazio metrico, rg € E un punto di accumulazione per E, f :
E\ {zo} — R una funzione monotona, allora esistono finiti

lim f(z)=/¢"e lim f(z)=¢"

z—)a:a' T—x
e rispettano la monotonia di f.

Dimostrazione.
Consideriamo l'insieme E N (—00,z), poiché xzp ¢ un punto di accumulazione per E si ha che zy =
sup (E N (—o0,zp)). Se f & crescente allora esiste finito

AP oo =

Se f e decrescente allora esiste finito

A0 @) —somoyy = f(2) =

Per il limite destro la dimostrazione € analoga. O

5.6 Limite superiore e limite inferiore

Definizione 5.39 (Limite superiore e inferiore (1)). Dati E uno spazio metrico, 9 € E un punto di
accumulazione per E, f : E — R una funzione, limsup f(z) = ¢ si dice limite superiore di f per x — xq
T—rXTo

se:

e /{=—00 = lim f(z)=—-o0
T—To
e /= +o00 = dz, successione a valori in E convergente in zy € E tale che
lim f(z,) =400

n—-+oo

e /¢ R = dx,, successione a valori in E convergente in xg € F tale che
lim f(z,)=14¢

rT—rX0o

Analogamente liminf f(z) = ¢ si dice limite inferiore di f per x — xq se:
Tr—>To

e /=400 = lim f(z)=+o0

T—x0
e /= —00 = dux, successione a valori in F convergente in zo € E tale che
lim f(z,)=—00

n—-4oo

e /€ R = dx, successione a valori in F convergente in xy € F tale che
lim f(z,)=14¢

Tr—xo

Definizione 5.40 (Limite superiore e inferiore (2)). Dati E uno spazio metrico, o € E un punto di

accumulazione per E, f : E — R una funzione, definiamo limsup f(x) = igf{sup flz) |z € U\ {xo}},
T—xTo

con U un intorno di g, il limite superiore di f per x — xp. Analogamente definiamo liminf f(z) =
Tr—rx0o

sup{inf f(z) | x € U\ {z0}}, con U un intorno di xo, il limite inferiore di f per x — xo.
U
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Osservazione 5.41.

e limsup f(z) > liminf f(z)

T—xTo T—To

f ammette limite in z( se e solo se limsup f(x) = lim inf f(x)
T—xTo T—To

limsup(f + g)(z) < limsup f(z) + limsup g(x)

Tr—rxo Tr—xo T—rTo

liminf(f + g)(z) > liminf f(z) + liminf g(z)
Tr—>T0o

T—rT0 T—rT0

limsup(—f(x)) = — liminf f(z)

T—x0 T—=To

e A differenza del limite, i limiti superiore e inferiore esistono sempre per ogni punto del dominio

Definizione 5.42 (Oscillazione). Dati E uno spazio metrico, 2o € F, f : E — R una funzione, si
definisce oscillazione di f rispetto a xq la funzione

0 xo punto isolato

osc(f)(@o) = | 1 sup f(z) — liminf f(z) ¢ punto di accumulazione per E
T—xTo T—To

Proposizione 5.43. Dati E uno spazio metrico, o € E un punto di accumulazione per E, f, g funzioni
da E in R, se

lim f(z) =/¢€R, limsupg(z) =m € R allora limsup(f + g)(x) = limsup g(z) + £.
T—To T—x0 T—T0 T—To
Dimostrazione.
Dalla definizione del limite superiore si ha che esiste una successione x,, a valori in E convergente in
7o € E tale che lim g(z,) = m, cio¢ per ogni € > 0 esiste U intorno di xq tale che g(z,) < m +¢/2
Tr—x0

Vo € U\ {zo}. Poiché lim f(z) =¢sihache lim f(z,) =7/, pertanto lm (f(z,)+g(x,))=~L+m.
T—To n—-+00 n—+o00

Per la definizione di limite, Ve > 0 esiste V intorno di zq tale che |f(z) — ] < ¢/2 Vz € V' \ {x0}, in
particolare f(z) < £ +¢/2 Vo € V \ {zo}. Pertanto per x € UNV vale f(x) + g(x) < £ +m + € cioe
limsup(f(x) + g(z)) = £+ m.

T—To

O

Proposizione 5.44. Dati E uno spazio metrico, xo punto di accumulazione per E, f : E\ {xo} — R

tale che limsup f(z) =L € R, ¢ : R = R, se ¢ & continua in € e strettamente crescente allora vale
T—rTo

limsup p(f(z)) = ¢(£).

T—xTo
Dimostrazione.
Poiché limsup f(z) = ¢ esiste una successione z, a valori in E tale che 1151’_1 flxy) = £, da cui
T—To n—+00

11111 (f(zn)) = @(¢) per continuita di ¢. Mostriamo adesso che per ogni € > 0 esiste U intorno
n—-+0o0

di z tale che p(f(x)) < ¢(f) + ¢ per ogni & € U \ {zo}. Fissato ¢ > 0, per continuita di ¢ esiste § > 0
tale che per ogni y € Bs(¢) si ha ¢(y) € B:(p(£)), in particolare si ha ¢(y) < ¢(¢) 4+ €. Per definizione
di limite superiore, in corrispondenza di tale § esiste U intorno di zq tale che f(z) < £+ § per ogni
x € U\ {zo}, pertanto ¢(f(z)) < ¢ +6) < ¢(¢) + ¢, per la monotonia di ¢, per ogni x € U \ {xo}.

Quindi lim sup ¢(f(x)) = ¢(¥).

T—rT0o
O

- . L . . an+1

Proposizione 5.45. Data a,, una successione a termini positivi, limsup /a, < limsup ntl
n——+oo n—+oco an
Dimostrazione.
. . log a,, . Ap 41 . . N .
Mostriamo che lim sup —— < lim sup log , per la proposizione precedente questo ¢ equivalente
n——+oo n n——+oo n

a
alla tesi (¢ = log). Consideriamo il caso in cui lim sup log ( n+1> =0 € R, gli altri si trattano in modo
n—-+4oo n
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Ap+1
Qn,

analogo. Per definizione, fissato € > 0 esiste ng € N tale che log (
n > ng possiamo scrivere

n-l n—1
o8 00 = 0800, 3 Togas ~ oo =logan, + 3 lo (451 ).

a
k=ng k=ng k

Abbiamo quindi

log a, < log an, n n — ng
n n

Passando ai limiti superiori si ha

. lo
lim sup
n—-+oo

loga
per arbitrarieta di € quindi lim sup &an < o, da cui segue la tesi.

n—s+o0o n
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Capitolo 6

Funzioni continue

6.1 Definizione e proprieta

Definizione 6.1 (Funzione continua). Dati E, F spazi metrici, zo un punto di accumulazione per E,
una funzione f da F in F' si dice continua in xq se

lim f(z) = f(zo).

T—T0
f si dice continua su E se € continua in ogni punto di E.

Osservazione 6.2. Dalla definizione di limite si ha che f € continua in zy € E se e solo se VV intorno
di f(zo) esiste U intorno di zg tale che f(U) C V.

Dati E uno spazio metrico, f, ¢g funzioni da E in R, zg € E punto di accumulazione per E, dalle
proprieta algebriche dei limiti abbiamo le seguenti proprieta algebriche per le funzioni continue:

e f+ g e continua in x(

e f.g e continua in zg

. 5 ¢ continua in zg (se g(xg) # 0)

e c- f & continua in zy Ve € R
Osservazione 6.3. L’insieme delle funzioni continue da E in R ¢ uno spazio vettoriale su R.

Teorema 6.4 (Permanenza del segno). Dati E uno spazio metrico, o un suo punto di accumulazione,
f da FE in R funzione continua, se

li_>m f(z) Z 0 allora esiste U intorno di xq tale che f(x) 2 0 Vz € U.
T—rXo

Teorema 6.5 (Composizione). Dati E, F, G spazi metrici, f una funzione da E\ {xo} in F con xg
punto di accumulazione per E, g una funzione da F in G, se

lim f(z)=yo € F

T—xQ

e g e continua in yo allora

Jim (g0 f)(z) = g(yo)-
Dimostrazione.
Sia V' un intorno di g(yo), poiché g & continua in yo esiste U intorno di yq tale che g(U) C V, inoltre per
la definizione di limite esiste W intorno di xq tale che f(W\{z¢}) C U. Quindi si ha g(f(W\{zo})) CV,
cioe

lim (go f)(x) = g(vo)-

T—rTo
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Proposizione 6.6. Dati E, F spazi metrici, xo € E un punto di accumulazione per E, f da E in F
una funzione, f € continua in xo se e solo se per ogni successione T, convergente in xq si ha

i () = f(xo)

Dimostrazione.

(=). Poiché f & continua per ogni V intorno di f(zg) esiste U intorno di zy tale che f(U \ {zo}) C
V. Consideriamo X = {z,, | n € N}, poiché x,, converge in xy abbiamo che zg & un punto di
accumulazione per X, in particolare per ogni intorno U di zg, z, € U ¥Yn > ng, ng € N, cioe
f(zn) € V ¥n > ng, pertanto

lim f(z,) = f(zo).

n—-+oo

(«<=). Per ogni U intorno di zg esiste V intorno di f(xg) tale che f(U\{zo}) C V. D’altra parte f(xg) € V
in quanto xg € un punto del dominio di f, pertanto f(U) C V, cioe f & continua.

O

Osservazione 6.7. L’enunciato ¢ valido per una funzione continua tra spazi metrici, ma in generale non
’
per una funzione continua tra spazi tOpOlOgiCi.

6.2 Teoremi principali sulle funzioni continue

D’ora in poi indicheremo con [a, b] e (a,b) degli intervalli, chiusi o aperti rispettivamente, contenuti in R.
Teorema 6.8 (Weierstrass). Dato E uno spazio metrico compatto, f da E in R una funzione continua,
allora f ammette punti di massimo e minimo in E, cioé

A, xpr € E tali che f(xy) < f(z) < flay) Vo € E.
Dimostrazione.

e Mostriamo che esiste un punto di minimo per f.
Siano £ = ingf(x) € (RU{—o0}), yn una successione a valori in f(FE) convergente in ¢, x, una
TE

successione a valori in F tale che y, = f(z,) Vn € N. Per la compattezza di E si ha che esiste una
sottosuccessione z,, convergente in un punto z,, € E. Poiché f & continua si ha che

= 1. = 1‘ = e
pertanto z,, € E' € un punto di minimo per f.

e Mostriamo che esiste un punto di massimo per f.
Siano £ = sup f(x) € (RU {+0o0}), y, una successione a valori in f(E) convergente in ¢, x,, una
zeE

successione a valori in E tale che y, = f(x,)
vn € N. Per la compattezza di E si ha che esiste una sottosuccessione z,, convergente in un punto
xp € E. Poiché f ¢ continua si ha che

flewm) = kgrfoo f(xn,) = kgrfoo Yny, = 4,

pertanto xj; € E € un punto di massimo per f.

O

Teorema 6.9 (Degli Zeri). Data f : [a,b] — R funzione continua, se f(a) - f(b) < 0 allora esiste
Jzg € (a,b) tale che f(xo) = 0.

Dimostrazione.

Senza perdita di generalita supponiamo f(a) < 0 e f(b) > 0. Sia X = {x € (a,b) | f(z) < 0}
poniamo xy = sup X. Supponiamo per assurdo f(xg) < 0, allora per il Teorema di permanenza del
segno Je > 0 tale che f(xz) < 0 con x € [xg,z¢ + €), ma questo & assurdo per definizione di zg, pertanto
f(xg) > 0. Supponiamo per assurdo f(zo) > 0, allora per il Teorema di permanenza del segno 3¢ > 0
tale che f(x) > 0 con x € (g — €, x0], ma questo & assurdo perché altrimenti o non sarebbe il minimo

maggiorante per l'insieme X. Pertanto f(zg) = 0.
O
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Corollario 6.10 (Teorema dei valori intermedi). Data f : [a,b] — R continua, allora f([a,b]) =

[ min f(z), max f(z)].

z€[a,b z€[a,b]
Dimostrazione.
Siac€ | rn[inb]f(a;)7 m[a}i]f(x)], f—cé continua su [a, b], pertanto per il Teorema degli zeri esiste xq € [a, ]
x€la, x€E|a,
tale che f(zo) — ¢ = 0, cioe f(xg) = ¢, quindi | m[inb]f(x)7 m{zui]f(x)] C f(la,b]). L’altra inclusione &
xr€|a, xE|a,

ovvia, pertanto si ha I'uguaglianza.
O

6.2.1 Insiemi connessi e insiemi compatti
Definizione 6.11 (Connessione). Uno spazio metrico E si dice:

1. sconnesso se A, B C E aperti non vuoti tali che ANB=0ANAUB=E

2. connesso se non & sconnesso, cioe¢ se non esistono A, B C E aperti non vuoti tali che ANB =0 e
AUB=F

3. connesso per archi se Vx, y € E 3v : [a,b] — E funzione continua tale che vy(a) = z e y(b) =y

Osservazione 6.12. Un sottoinsieme EF C R ¢ connesso se e solo se ¢ connesso per archi se e solo se e
un intervallo, una semiretta o tutto R.

Definizione 6.13 (Insieme convesso). Un sottoinsieme E C R si dice convesso se Vo, y € E {\x + (1 —
Ay |Ael0,1]} c E.

Osservazione 6.14. Un sottoinsieme E C R convesso e connesso per archi.
Teorema 6.15. Dati E, F spazi metrici, f : E — F una funzione continua,
1. se E ¢é connesso allora f(E) é connesso
2. se E & connesso per archi allora f(E) é connesso per archi
Dimostrazione.

1. Supponiamo per assurdo che f(F) sia sconnesso, ciot 3A, B C f(F) aperti non vuoti tali che
ANB =0e AUB = f(F). Chiaramente abbiamo che f(E)NA # 0 e f(E)N B # 0, allora
E=f"YA)UfYB) con f71(A) e f~1(B) aperti non vuoti disgiunti, cioc E & sconnesso, che &
assurdo. Pertanto f(F) ¢ connesso.

2. Siano y1,y2 € f(E), z1,22 € E tali che y1 = f(x1), y2 = f(z2). Dato che E & connesso per archi
esiste una funzione v : [0,1] — FE continua tale che v(0) = x1, y(1) = x5. Definiamo ¥ = fo~, ¥
¢ continua perché composizione di funzioni continue. Allora 7 : [0,1] — f(E) ¢ tale che 4(0) = y1,
(1) = yo. Poiché questo vale per ogni y1, y2 € f(E) si ha che f(F) & connesso per archi.

O
Proposizione 6.16. Dato E uno spazio metrico, se E & connesso per archi allora é connesso.

Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che E sia disconnesso, allora esistono A, B C E aperti non vuoti tali che
ANB=0e AUB = E. Consideriamo due punti z € A, y € B, poiché E & connesso per archi esiste
una funzione continua v : [0,1] — F tale che v(0) = z e y(1) = y. Allora abbiamo che v([0,1]) C E,
v([0,1]) € A e 7([0,1]) € B, quindi & sconnesso, ma questo & assurdo per la proposizione precedente in

quanto [0, 1] & connesso e 7 & continua. Pertanto E & connesso.
O

Proposizione 6.17. Dato E C R™ uno spazio metrico, se E & aperto e connesso allora E é connesso
per archi.
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Dimostrazione.
Fissiamo x € E, consideriamo l’insieme

A={y€ E|3y:[0,1] — E funzione continua con v(0) = z,7(1) =y} C E.

Osserviamo che A & un aperto, infatti per ogni y € A esiste r > 0 tale che la palla B,.(y) & contenuta in
A in quanto per ogni y’ € B,(y) esiste una funzione continua v’ : [0, 1] — F tale che v(0) =z e y(1) = ¢/
in quanto ¢’ ¢ un punto di accumulazione per R. Inoltre abbiamo che E \ A & aperto, infatti se fosse
chiuso si avrebbe O(E \ A) C E \ A, cio¢ esisterebbero dei punti non appartenenti ad A i cui intorni
intersecano quelli dei punti di A, che ¢ assurdo. Pertanto E = AU (E'\ A), con A, E'\ A aperti disgiunti
ed E connesso, ma allora si ha E\ A=(e A= FE, quindi E & connesso per archi per definizione di A.
O

Osservazione 6.18.

e La proposizione non vale per i chiusi, ad esempio

= {(wsin ) e R [ e 03U ([ 0.9)

ly|<1
€ connesso, ma non € connesso per archi

e Esistono funzioni che mandano connessi in connessi ma non sono continue, ad esempio la funzione

_ sin% x#0
f(x)_{o z=0

Teorema 6.19. Dati E, F spazi metrici, f : E — F una funzione continua, se E ¢ compatto allora
f(E) é compatto

Dimostrazione.
Siano y, una successione a valori in F', x,, una successione a valori in F tali che f(z,) = y,. Per la
compattezza di E si ha che esiste una sottosuccessione z,, convergente in un punto x € E, inoltre poiché
f € continua la successione f(z,, ) = yn, converge in f(z) € f(E), pertanto f(E) € compatto.

O

Corollario 6.20 (Teorema di Weierstrass). Dati E uno spazio metrico,
f: E — R una funzione continua, se E & compatto allora f ammette punti di massimo e minimo.

Dimostrazione.
Per la proposizione precedente si ha che f(E) ¢ un sottoinsieme di R compatto, pertanto ¢ chiuso e
limitato. Allora abbiamo che inf f(E) e sup f(F) sono dei punti di accumulazione per f(FE) e sono
contenuti in f(E) in quanto chiuso, pertanto inf f(E) = min f(FE) e sup f(F) = max f(F).

O

Proposizione 6.21. Date f, ¢ funzioni da R in R, xg punto di accumulazione per R, se limsup f(z) =
T—xo

L eR ey é continua in ¢ strettamente crescente, allora
lim sup(p o f)(z) = ¢(L).

T—rxTo

Dimostrazione.
Per la definizione di limite superiore si ha che esiste una successione x,, a valori in R convergente in
2o € R tale che lim f(z,) = ¢, pertanto

n—-+oo

lim (po f)(z,) =)

n—-+4oo

per la continuita di ¢. Quindi per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che |y — 4| <0 = |p(y) — ()| < e
Yy € Bs(¢). In corrispondenza di tale § esiste U intorno di xg tale che f(z) < £+ 6/2 Vo € U\ {xo},
pertanto ¢(f(z)) < (4 6/2) < p(€) + ¢, per la crescenza di ¢, cioe

lim (¢ f)(z) = p(0)-

T—rTo
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6.3 Discontinuita

Definizione 6.22 (Punti di discontinuita). Dato E uno spazio metrico,
f : F — R una funzione, xg € F si dice punto di discontinuita per f se f non e continua in xg. Indichiamo
I'insieme dei punti di discontinuita per f con disc(f) = {z € F | f non & continua in x}.

Classifichiamo i punti di discontinuita di una funzione f nel seguente modo:

e f ha una discontinuita eliminabile in xg se esiste lim f(x) # f(zo)
T—rTo

e f ha una discontinuita di prima specie (a salto) in xg se esistono lim f(x) =¢~ € Re lim f(x)=
T—To z~>a:0+

(feRelt £10-
e f ha una discontinuita di seconda specie in zg se esistono lim f(z) e lim f(x) e almeno uno dei
T—T x%mar
due ¢ o0

e f ha una discontinuitd di terza specie in z se non esistono lim f(z) e lim+ f(z)
T—T) TT|

Osservazione 6.23. Le funzioni monotone hanno solo discontinuita a salto.
Esempi:

1 =0
O

ha una discontinuita eliminabile in x = 0

x>0
sgn(z) =40 =0
-1 <0

ha una discontinuita di prima specie in x = 0

0 =0
J) = {sini x#0

ha una discontinuita di terza specie in x = 0

flz) = L reQ (funzione di Dirichlet)
0 zeR\Q

disc(f) = R, f non ammette limite in nessun punto del suo dominio

f(x>_{3 r=2€Q med(p,q) =1

0 zeR\Q
disc(f) = Q e tutte le discontinuita sono eliminabili

Osservazione 6.24. osc(f)(zg) >0 <= z¢ € disc(f)

Lemma 6.25. Dati I un insieme, f: 1 — (0,+00), se Zai € R allora I é numerabile.
i iel

Dimostrazione.
Sia Iy = {i € I | a; > +}, abbiamo che I = Jyy In. Osserviamo che

1
N\1N| < Z a; < Zai € R,
i€lN el

pertanto I € un insieme finito. Poiché I € unione numerabile di insiemi finiti si ha che I & numerabile.
O
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Proposizione 6.26. Dati E uno spazio metrico, f : E — R una funzione, se f é monotona allora
disc(f) é numerabile.

Dimostrazione.
Senza perdita di generalita possiamo supporre f crescente. Siano x1, x9 € F tali che 1 < x5, allora

> (lim f(z) = lim f(2)) < f(z2) = f(21) €R.

we(dise(f)Nfz1,a2]) T700 i)

Per il lemma precedente si ha che disc(f) N [z1, 23] & numerabile Va1, zo € F tali che 21 < xq, pertanto
disc(f) & numerabile.

O
Corollario 6.27. Non esiste una funzione f : R — R tale che disc(f) =R\ Q.
Dimostrazione. )
Osserviamo che disc(f) = U En con Exy = {xo € disc(f) | osc(f)(xo) > N}‘ Fissato E, mostriamo

NeN

1
che & un insieme chiuso. Consideriamo un punto ¢ € E§ = {x € disc(f) | osc(f)(z) < N}’ abbiamo
che osc(f)(zo) = limsup f(x) — liminf f(x). Posti limsup f(x) = £*, liminf f(z) = ¢~ si ha che esistono
T—T T—Ig z—x0 T—T

due successioni z;7, z,,

~ convergenti a xg tali che lim f(zF) = ¢*. Dalla definizione di limite segue che
T—x0

per ogni £ > 0 esiste § > 0 tale che |f(z) — ¢*| < ¢ Va,, € Bs(w). Ma tale disuguaglianza vale anche
per ogni x in un intorno sufficientemente piccolo di zg, infatti se fosse che frequentemente f(z) > ¢+ per
T — o avremmo una successione z/, tendente a xo con lim,, f(z!) > ¢T, contraddicendo la definizione
di limsup (analogamente per £7). Pertanto esiste §’ tale che in Bgs/(xq)

osc(f)(z) = limsup f(z) — li;rl)iilff(gc) < max(f(z)) — min(f(z)) < osc(f)(zo) + 2¢ Vz

Yy—x

Ma poiché ¢ & arbitrario, pud essere scelto in modo tale che osc(f)(z) + 2¢ < %, ovvero che esista un
intorno di xy contenuto in Ef, Dunque EJ(\’; ¢ aperto, cioé En € chiuso. Abbiamo quindi che disc(f)
¢ unione numerabile di insiemi chiusi. Supponiamo per assurdo che disc(f) = R\ Q, allora avremmo
R\Q= U Exn e int(Ey) C int(R\ Q) = 0 (perché i razionali sono densi negli irrazionali), ma allora

NeN
aggiungendo i punti razionali si avrebbe che anche R € unione numerabile di chiusi a parte interna vuota,

ma questo & assurdo per il Teorema di Baire. Pertanto non esiste tale f.
O

Teorema 6.28. Dati I C R un intervallo, f: I — R una funzione continua, [ é invertibile se e solo se
e strettamente monotona.

Dimostrazione.

(=>). Supponiamo per assurdo che f non sia strettamente monotona, allora esistono z, y, z € I tali che
v <y<ze(f(x) <fly)A(f(z) < [f(y)) oppure f(z) > f(y) A f(z) > f(y) (chiaramente f non
puo essere costante, in tal caso infatti non sarebbe iniettiva). Consideriamo il primo caso, il secondo
si mostra in modo analogo. Senza perdita di generalita possiamo supporre f(z) < f(z) < f(y).
Per il teorema dei valori intermedi abbiamo che f(z) € [f(z), f(y)] C f([z,y]), pertanto esiste
z' € (z,y) tale che f(z) = f(2’), ma questo & assurdo in quanto f & iniettiva e z # z’. Pertanto f &
strettamente monotona.

(<=). Se f & strettamente monotona abbiamo che f(z) 2 f(y) Vx, y € I tali che z 2 y, in particolare
f(x) # f(y) Vo, y € I tali che x # y, cio¢ f ¢ iniettiva (e quindi invertibile).

O

Corollario 6.29. Dati I C R un intervallo, f : I — R una funzione continua, se f ¢é invertibile allora
£~ ¢ continua.

36



Dimostrazione.

Poiché f & invertibile si ha che f & strettamente monotona, in particolare f=1 : f(I) — I & strettamente
monotona, pertanto se presenta delle discontinuitd queste sono della prima specie (cioe a salto). In tal
caso si avrebbe f~1(f(I)) = I non connesso, che & assurdo in quanto I & un intervallo. Pertanto f=* &

continua.
O

Osservazione 6.30. Sono continue le funzioni

e arcsinz = (Sinz| I
[(-%.5]

e arccosx = (cos 2, 7T])_1

e arctanx = (tanmh ])_1

T T
272

6.4 Funzioni Lipschitziane

Definizione 6.31 (Funzione lipschitziana). Dati F, F spazi metrici, una funzione f da E in F si dice
lipschitziana di costante L se dp(f(z), f(y)) < Ldg(z,y) Vz,y € E, con L > 0, dove dg, dy sono distanze
definite rispettivamente su E, F.

Proposizione 6.32. Dati E uno spazio metrico, f : E — R una funzione, se f é lipschitziana allora é
continua.

Dimostrazione.

Poiché f & lipschitziana esiste una costante L € R tale che 0 < |f(x) — f(zo)| < Ldg(x,x0) Yz, xo € E.

Per © — ¢ si ha dg(z,z9) — 0, pertanto per il Teorema dei due carabinieri si ha lim |f(z)— f(zo)| =0,
Tr—xTo

cioe lim f(z) = f(xo), pertanto f & continua.
T—xTo
O

Definizione 6.33 (Funzione localmente lipschitziana). Dati E, F spazi metrici, una funzione f da E in
F' di dice localmente lipschitziana se per ogni x € E esiste U intorno di x tale che f v ¢ lipschitziana.

Proposizione 6.34. Dati E uno spazio metrico, f : E — R una funzione, se f & localmente lipschitziana
allora é continua.

Dimostrazione.
Per ogni zp € E esiste U intorno di zq tale che f|U e lipschitziana, allora lim f(xz) = f(xzo) Vz¢ € E,

r—rxo
pertanto f € continua.
O

Definizione 6.35 (Contrazione). Dato M uno spazio metrico, f : M — M una funzione, f si dice
contrazione se ¢ una funzione lipschitziana di costante C' < 1.

Teorema 6.36 (delle contrazioni, del punto fisso di Banach). Dato M wuno spazio metrico completo,
f:M — M, se f é una contrazione allora esiste un unico T € M tale che f(Z) = T. Inoltre per ogni

. . Zo _
xg € M la successione per ricorrenza converge a X.
Tnt1 = f(zn)
Dimostrazione.

(Unicita). Supponiamo che esistano Ty, To € M punti fissi per f, allora
d(T1,T2) = d(f(Z1), f(T2)) < Cd(F1,72)
con C' < 1, pertanto si ha d(T1,T2) = 0, cioé T; = T2. Pertanto il punto fisso, se esiste, & unico.

(Esistenza). Fissiamo zg € M, consideriamo la successione per ricorrenza data da z,4+1 = f(x,). Poiché f &
lipschitziana si ha

d(Xpt1,Tn) < Cd(zp, n—1) < C"d(x1,20), con C < 1.
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Osserviamo che z,, ¢ una successione di Cauchy, infatti Vm, n con m > n si ha

m— m—1 +oo Cnd(l‘l 330)
k
(T, 21, E (zhs1,2n) < d(z1,m0) Y CF < CMd(wy,0) Y C7 = 1—(77
k=n k=n Jj=0

Poiché M & uno spazio metrico completo si ha che esiste T € M tale che la successione x,, converge

in Z. Poiché f & una funzione continua si ha che T = lim z,; = lim f(x,) = f(T), pertanto
n——+0oo n—-+oo

T ¢ un punto fisso per f.

O
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Capitolo 7

Calcolo dei limiti

7.1 Simboli di Landau

Definizione 7.1 (O-grande). Dato zq € R un punto di accumulazione per I C R, f, g funzioni da I in R,
se esiste lim f(x) € R diciamo che g = O(f) se esistono C > 0, U intorno di zq tali che |g(z)| < C|f(x)]

T—xTo

Ve e U\ {zo}.

Definizione 7.2 (o—piccolo); Dato 29 € R un punto di accumulazione per I C R, f, g funzioni da I
in R, se esiste lim f(z) € R diciamo che g = o(f) se per ogni € > 0 esiste U intorno di z( tale che
T—rT0

l9(z)] <elf(@)] Vo € U\ {zo}.

Osservazione 7.3. Possiamo riformulare le due definizioni in modo equivalente:

e g=0O(f) per x — z se zlggo ||?((2| cR
e g=o(f) per x — xg se lim lg(z)| —0
T—T0 |f($)‘

Valgono le seguenti proprieta:

o f-olg)=o(f9g)
f-0(g)=0(f-g)

* O(f)-O(g9) =0O(f - 9)

® o(f) olg)=o(f-9)

o(f) + o(g) = o(max{f, g})

e O(f) +O(g) = O(max {f,g})

Teorema 7.4 (Principio di eliminazione degli infinitesimi). Date f, g funzioni da un insieme I C R in
R, zg € R un punto di accumulazione per I, se esistono i limiti allora

o f@ o) L f@)

a—wo g(z) +0(g)  w—a0 g(z)

Dimostrazione.
oo fle)to(f)  (flx)\ 1+0(1) . l+o(l) . o) _
o e ) - (1) i e L2
+ o0 o o . am xr)+o _ x + o0 x oL
o(1), pertanto T+ o(l) =1+ o(1). Allora abbiamo @) + olg) <g(x)) o) ~ g(2) + <g)

da cui

i i 2 o(1) < gy L2
2 g(z) Folg)  aome g@) T \g) T o g(a)
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Definizione 7.5 (Equivalenza asintotica). Due funzioni f, g da un insieme I € R in R si dicono asintoti-
camente equivalenti (e scriviamo f ~ g) se, dato xg € R punto di accumulazione per I, si ha f —g = o(g)
per  — xg.

Osservazione 7.6.
e La relazione ~ & una relazione di equivalenza

e Possiamo definire una relazione di equivalenza sulle funzioni indotta da O ponendo f < g <=
f=0(g) e g =0(f) per ¢ — zp. Le classi di equivalenza di =< sono dette ordini di grandezza e
tale relazione generalizza 1’equivalenza asintotica

f(z)

e Se esiste lim f(@) allora f ~gperxz - 29 < lim —= =1
T—x0 g(;L‘) T—To g(x)

Proposizione 7.7. Dati I C R un intervallo, f, g funzioni da I in R, se lim flx) = lim g(x) =0e
flz) =0(x™), g(x) = o(z™) per x — xo, allora (f o g)(x) = o(z™™) e (go f) = o( ™) per x — 0.

Dimostrazione.

Poiché f(xz) = O(z™) per z — 0 si ha che esiste C' € R tale che f(x) < C|z|™ in un intorno di 0, pertanto
flg(z)) < Clg(x)|™ in un intorno di 0. D’altra parte g(x) = z™ - w(z), con w(x) = o(1), in un intorno di
0, pertanto f(g(z)) < Clz|™™ - |w(z)|™ = Clz|™ - o(1), cioe f(g ( ) = o(z™™) per x — 0. Analogamente
g(f(z)) = (f(x))™ - o(1) in un intorno di 0, quindi g(f(z)) < (Clz|™)™ - o(1) in un intorno di 0, cioe

g(f(z)) = o(z"™) per z — 0.
O

7.2 Limiti di funzioni razionali

Definizione 7.8 (Funzione razionale). Chiamiamo funzione razionale reale una funzione del tipo f(z) =

p(x)

@ con p(z), q(z) € Riz], ¢(x) # 0. Se non specificato parleremo sempre di funzioni razionali a
q(z

coefficienti reali.

Teorema 7.9. Dati p(x Zal , q(x Zb x' € Rlz], allora

+oo n>m (a seconda del segno di Z—n)

. p(x) a m
1 — = il =
0 m>n

Dimostrazione.

Raccogliendo il termine di testa abbiamo p(x) = a,z™ <1 + Z aiaf‘"),
‘ q,,

m—1
b
) =bx™ 1+ —Lzt=™ |, Allora
q(x) ( ; - )

n—1
A
1+ i
p(x) N < Z“” )

lim —= = lim - lim =
r—+00 q(_’I;) r—+o00 bml'm r—+o00 m—1 b: .
L pimm

.apz™ . 1+0(1) .
= lim - lim ——~ = lim
z—+00 b, ™ z—+o00 1+ 0(1) =400 by,

da cui la tesi.
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7.3 Limiti di funzioni trigonometriche

- . sinx S
Proposizione 7.10. hrr%) =1, cioé sinz = x + o(x) per x — 0.
r—r X

Dimostrazione.

— <
sinz ~ cosz
=1, cioe sinz = x + o(x) per x — 0.

Si osserva che sinx < x < tan x, dividendo per sin x si ottiene 1 < . Per il Teorema dei due

carabinieri si ha quindi lim

z—0 sinx
O
Osservazione 7.11. tanz = x + o(x) per x — 0.
. . . 1l—cosx 1 22 9
Proposizione 7.12. lim ——— = _, cio¢ cosz =1 — % +o(z?) per z — 0.
x—0 :L’2 2
Dimostrazione.
. 1—coszx . l—cosz 14 cosz . 1—cos®x
lim ——— = lim . =lm ——— =
50w =50 2 1+cosz 20 x22(1 4 cosx)
. sinx 2 1 1
= lim . = —.
-0 T 1+cosz 2
O

7.4 La funzione esponenziale e il numero ¢

Proposizione 7.13. Data x,, una successione a valori in R, se x,, € monotona e limitata allora converge.

Dimostrazione.
Consideriamo l'insieme X = {z,, | n € N}, distinguiamo due casi.

e Se X ¢ un insieme finito allora esiste = € R tale che z,, = x frequentemente. In particolare, poiché
X e limitato, per la monotonia di x,, si ha z,, = x definitivamente, pertanto lirf T, = T.
n—-+0oo
e Se X & un insieme infinito esiste £ € R punto di accumulazione per X per il teorema di Bolzano-
Weierstrass, inoltre questo ¢ unico per la monotonia di x,. Se z,, ¢ crescente allora tale punto di

accumulazione & sup x,,, se x, ¢ decrescente ¢ inf z,,.
neN neN

Lemma 7.14. k! > 21 vE e N

Dimostrazione. Mostriamo la tesi per induzione su k € N. Per k = 1 la tesi e verificata in quanto si ha
1! > 2171 cioe 1 > 1. Per k > 1 supponiamo che la tesi sia vera per k — 1, allora k! = k(k — 1)! >
22872 = 2k—1,

O
Lemma 7.15.
n 1— xn+1
doab= W £1
1—x
k=0
Dimostrazione. .
Siano a, b € R, abbiamo che "1 — p"*! = (a — b) Z a™*b*. Sostituendo con a = 1, b = x otteniamo
k=0
+1 - k - p_ L—amtt
l—z""=(1-= se 1, da cui = —
( ) Z x x#£1, ui Z x T
k=0 k=0
O
Proposizione 7.16. La successione x, = (1 + %)n e crescente e limitata, in particolare, converge

nell’intervallo (2,3).

Dimostrazione.
Mostriamo separatamente che x,, € crescente e limitata.
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(Crescente). Sviluppando la successione come potenza di binomio si ottiene
"L /n\ 1 “nn—-1)...(n—k+1)
xnz<k>nkzo Kl nk -
n n k— .
1 1 2 k—1 1 J
= —(1—-=)(1==)... (1= = — 1—=.
k=0 k=0 j=0

—

n+1 lk—l j n 1k:—1 j
=3 (1 4) > S (- )
k=0 j=0 k=0 j5=0
n k—1
1 J
> E (ln)xn;

pertanto la successione ¢ crescente.

(Limitata). Applicando i lemmi precedenti otteniamo

pertanto z,, < 3 Vn € N.

Poiché crescente e limitata, e z1 = 2, si ha che x,, converge in (2, 3).
O

Definizione 7.17 (Numero di Eulero). Definiamo il numero e come il limite, per n — 400, della

1 n
successione (1 + > .
n

t n
Proposizione 7.18. Per ognit € R si ha lim (1 + > =el.
n

n—-+oo

Dimostrazione.

t n
Chiaramente se t = 0 la successione & costante e tende a 1 = ¢%. Se ¢ > 0 osserviamo che (1 + ) =
n

n\ t n z\ t
1\° t 1
((1 + ) > , pertanto ponendo = = n abbiamo lim (1 + ) = lim ((1 + ) ) =el. Se
n/t t n—+oo n z—+00 T

. ) 1 x 1 4z x 1 —x 1 —x—1+41 )
t < 0 possiamo scrivere [ 1 + — | = =(1- =1+ . Sostituendo
T T z+1 —x—1

1 1)" 1\
lim (1+> = lim ((l—i-) (1+)> =
Yy—r—+o0 Yy Yy—r+0o0 Yy Yy
1 t
= lim <e <1 + )> = el
T—+00 —x—1

Proposizione 7.19. 1 +z <e” Vz € R, ¥ < i Vo < 1.

y = —x — 1 abbiamo
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€T n

Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Bernoulli otteniamo (1 + 7) > 1+ x. Poiché la successione
n

(1 + %)n & crescente e converge in e” si ha che e* > 14z Vz € R.

1
Dalla disuguaglianza e™* > 1 — x otteniamo e” < T Per® <1.

Teorema 7.20 (Formula di Stirling).

n! ~ (ﬁ) 2mn
e

r—1
Proposizione 7.21. hn%) ¢ =1, cioé e®* =1+ z + o(x) per x — 0.
T—r X

Dimostrazione.

1
Per z < 1 vale la disuguaglianza 1 + x < e” < 1=’ da cui

2 T _ -1
z Dividendo per x si ha 0 < € a: x

0 < e —az-1<
= € v 1—x T — 1—x

e passando ai limiti

xT
et —x—1 . . C -
hn})i = 0 per il Teorema dei due carabinieri, cioé € — 2z — 1 = o(x) per x — 0 e quindi
T—> €T

e =1+ x + o(z) per x — 0.
O

Definizione 7.22 (Logaritmo naturale). Definiamo la funzione logaritmo
naturale come inversa della funzione esponenziale in base e, cioe
elos® = g Va > 0.

Proposizione 7.23. % <log(1+z) <z Vx>-1.
T
Dimostrazione.
Poiché e* > 1 4+ x Vx € R, sostituendo con 1+t = e* abbiamo

1
t > log (1 +t). Inoltre per ogni x > —1 si ha —log(1l+z) = log () = log (1 + 152 1) =
x x

log (1+ 111:) < —xil7pertanto log (1+z) > 1ix Vo > —1.

log (1
Proposizione 7.24. lirr%) log(1+2) =1, cioélog (1 +z) = x + o(z) per z — 0.
el xXr
Dimostrazione. ) log (1
x <log (1 + z) < x si ottiene < og (1 +2)
T 14z x

log (1
Per il Teorema dei due carabinieri si ha quindi lir% M =1. O
r—r i

Dividendo per z i termini della disuguaglianza T

7.5 Criteri di convergenza per le successioni

Proposizione 7.25. Date a,,, b, successioni a valori definitivamente positivi, se esiste ng € N tale che

b,
dntl o 2ntl Vn > ng allora esiste C € R tale che a,, > Cb,, Yn > ng.

a’TL n

Dimostrazione.

L . . .. . An41
Riscriviamo l’ipotesi come ay,4+1b, > bpir1a, YN > ng, da cui ricaviamo nt

a .
> - Vn > ngy. Poniamo
n+1 n

. . . .. a a ap
Tn = Z;‘, si ha che 7,41 >, Vn > ng, in particolare r,, > ry,, Yn > ng, cioe b—n > bno . Ponendo C' = .
; n no 0

si ha a,, > Cb,,.
O]

Corollario 7.26. Date a,, b, = b" successioni a valori in Ry definitivamente

Ap+1 < bn+1

1. se esiste ng € N tale che = b Vn > ng allora esiste C' € R tale che a, < Cb™ ¥Yn > nyg

an, by,
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2. se esiste £ € R tale che lim Gnt1 _ { allora Vb > ¢ AC € R, ng € N tali che a,, < Cb"™ Yn > nyg

n—-+oo an,
Dimostrazione.

1. Deriva dalla proposizione precedente.

Ap+1

Q.
2. Per £ < b si ha che L € (—o0,b) definitivamente, ciod < b definitivamente. Pertanto per
a

n an
il punto precedente esistono C' € R, ng € N tali che a,, < Cb" ¥n > ny.

O
Lemma 7.27.
1 a=1
>1
lim a" = oo “
n—+00 0 la| <1
non esiste a < —1
Dimostrazione.
(a=1). Sea =1 allora a™ =1 ¥n € N, quindi la successione ¢ costante e in particolare ha limite 1.
(a>1). Slaa=1+4 con d > 0, per la disuguaglianza di Bernoulli si ha
(1+90)" >14nd>nd. Poiché § >0si ha lim nd = +oo, pertanto lim a" = +oo.
n—-+oo n—-+oo
1
(Ja] < 1). Consideriamo la successione |a™|, osserviamo che |a™| = |a|™. Sia & > 0 tale che |a| = T2 Per il
€

n—-+oo n—-+oo

1 n
punto precedente si ha che lim,_, (1 + €)™ = 00, pertanto lim |a"| = lim <1 n ) = 0.
€

(a < —1). Sia a, = a™ supponiamo per assurdo che esista (eventualmente non finito) lim a,. Consideriamo

n—-4oo
le sottosuccessioni di b, = a?", ¢,, = a®**!, si ha che lim b, = +ocoe lim ¢, = —oo, pertanto
n—-+oo n——4oo

la successione a,, non ammette limite.

O

Proposizione 7.28 (Criterio del rapporto). Data a, una successione a valori in Ry definitivamente,

tale che lim 2L —p¢ R, allora
n—+00 Ay

. 0 (<1
lim a, = .
n—-+o0 4oo £>1

Dimostrazione.

(£ < 1). Siano b € (¢,1), C' > 0 tali che 0 < a,, < Cb", poiché |b| < 1 si ha che ll)IJ'I_l Cb" = 0, quindi per il

Teorema dei due carabinieri lim a, = 0.
n—-+o00

(¢ >1). Siano b € (1,¢), C > 0 tali che a,, > Cb", poiché b > 1 si ha che lim Cb" = 400, pertanto

n——+oo

lim a, = +oc.
n——4oo

Lemma 7.29 (Somma telescopica).

n
Z(akﬂ — Q) = Gpt1 — Q1.
k=1
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Dimostrazione.
Mostriamo la tesi per induzione su n. Per n = 1 si ha l'identita as — a1 = a2 —aq. Per n > 1 supponiamo

n—1
che la tesi sia vera per una somma della forma E (ag+1 — ag), allora abbiamo
k=1
n n—1
E (ar41 —ag) = Gpy1 — an + E (Arg1 — ar) = Gpy1 — Qp + Gy — a1 = Qpy1 — a1
k=1 k=0

n
1
Proposizione 7.30. Data a,, = Z 7 esiste o € R tale che a, = 2y/n+ o+ o(1) per n — +o0.

Dimostrazione.
Osserviamo che la successione z,, = a,, — 24/n & decrescente, infatti

1

—$n+1=—m+2(v”+ —/n) =

1 m B n.\/n+1+\/ﬁ__ 1 2
= m”“ R LD Ay s Sripy A o Y mares BT

Tn

Osserviamo che , pertanto

Whﬁf

, in particolare x,41 < x,, quindi x, € decrescente. Inoltre z,, e

A
3

0§$n_xn+1 =~

n+
inferiormente limitata, infatti

5
]

n—1 n—1
1 1 1
xnx1+2(xk+lxk)zx1+2( )zx1+1> S
= =\VE+1 vV Vn Vn

Pertanto esiste a > —2 tale che z,, — a per n — +oo, cioe a,, = 2¢/n + a + o(1) per n — +o0.

O
Proposizione 7.31 (Criterio di Cesaro) Data a,, successione a valori complessi, se esiste finito
lim a, ={¢€ C allora hm Zak =/.
n—-+oo n—-+oo
Dimostrazione.
Poiché ay = ¢+ o(1) per n — +o0 si h hli:( 0) = o(1), ciod =3 a = £+ o(1). Passando a
oiché a,, = 3 il 0 = - - ) <
n o(1) per n co si ha che ag o(1), cioe — ag 0 assando ai
k=1 k=1
limiti quindi ngrfoo - Z ap = /.
O
a
Proposizione 7.32. Data a, una successione a valori in Ry, se esiste finito lim =t — ¢ allora
n—+00 Ay
lim a, =¢.
n——+oo
Dimostrazione. )
a
Poniamo z,, = loga,, allora log +/a,, = —x,, xp+1 — , = log ( nH). Osserviamo che
n a
n—1 1 1 n—1 " a
. k+1
Tp = To + Z(l‘k.}rl — xp), da cui —Tn = 2o + = Z Tptl — T) = logao + = Zl < + ) Per
k=0 . " =0
1 Criterio di di lim L —1 00 Lim loe o/a- — 1 I o — .
il Criterio di Cesaro quindi QT og ¢, cioe m log /a, =logl e quindi Rdim Vap, =4
O
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Proposizione 7.33. Date f: R — R una funzione continua strettamente monotona e x,, la successione

To =0 , . =
0 , con « € R, allora esiste lim z, = € R.

a valori in in R definita dalla ricorsione
Jjn_,’_l = f(xn) n—-+oo

Inoltre se £ € R si ha £ = f(¥).

Dimostrazione.

Supponiamo senza perdita di generalita che f sia crescente, se f(a) = a allora x,, = a Vn € N, pertanto x,,
¢ una successione costante e il suo limite & @. Se f(«) > «, consideriamo l'insieme U = {z € R | f(x)—z >
0}. Osserviamo che a € U e che U & un insieme aperto. Siano adesso V~ = {a’ < a | [¢/,a] C U},
Vt={V > a|[ab] C U}, poniamo a = inf V=, b =supV™'. Per ogni @’ € V~ si ha f(a’) —a’ > 0,
pertanto f(a) — a > 0. Supponiamo per assurdo che sia f(a) — a > 0, allora esiste ¢ > 0 tale che
f(@ —a>0Vaé€ (a—-¢e,a), ma allora a non sarebbe 'estremo inferiore di V'~ che & assurdo, pertanto
f(a) = a. Ragionando allo stesso modo si ha che f(b) = b. Consideriamo adesso x € R tale che a < z < b,
se b € R per la monotonia di f si ha a = f(a) < f(z) < f(b) = b, pertanto f((a,b)) = (a,b). Poiché
a € (a,b) abbiamo che z,, ¢ strettamente crescente e limitata in (a,b), pertanto converge a £ € (a,b).
Inoltre per la continuita di f si ha £ = lim x,4; = lim f(z,) = f({). Se b = +oo allora z, ¢

n—-+o0o n——+oo

strettamente crescente e non limitata, pertanto non ha limite finito. Se f(«) < « si ragiona in modo
analogo.

O
Proposizione 7.34 (Lemma di Fekete). Data a,, una successione a valori in Ry, se a, é subadditiva,
Ci0€ Upym < Gp + am VN, m € N, allora  lim 2 — inf 2.
n—+oo N neN n
Dimostrazioge.
Sia o = inf —, poiché a,, & subadditiva si ha a,, < na; ¥n € N, in particolare o € [0, a;]. Per definizione
neN N

. . (7% . . ..
di o, Ve > 0 esiste n’ € N tale che — < o + . Fissati ¢ > 0, n > n/, scriviamo n = kn/ + r con
n

0 <r < n/, abbiamo quindi a,, < ka, + a,. Posto M = max{ay,...,a, —1} si ha che
an, _k M knfay M _n—r M
T (0 +¢)+ —.

n - n n n n n n n

M
Pertanto limsup dn < limsup ((1 — E) (c+¢)+ ) = o0 + ¢, cioe limsupa—n < 0. D’altra parte
n n

n—4oo T n—4o00 n—+oo N

.. e @ TR ¢ . a . .
liminf = > o, quindi liminf — = limsup — = lim — = inf —.
n—+o0o N n—+oo N n—+oo N n—+o0o N neN N

7.6 Somme armoniche

n
1
In questa sezione indicheremo con H(n) la successione delle somme armoniche E =
k=1
Proposizione 7.35. La successione H(n) diverge.

Dimostrazione.

1 1 1
Dalla disuguaglianza x > log (1 + ), sostituendo z=5 otteniamo % > log (1 + k) Vk > —1, quindi

Z% > Zlog (1 + ;) = Zlog <k;—1) = Z(log(k—i— 1) —logk) =log (n +1).
k=1 k=1

k=1

Poiché lirf log(n+1) = +oco si hache lim H(n)=+oco.
n—-—+0oQ

n—-+oo

Proposizione 7.36. Esiste v € (0,1) tale che H(n) =logn + v + o(1) per n — +oo.
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Dimostrazione.
Sia 7, = H(n) — logn, osserviamo che +, € una successione decrescente, infatti

1 1 1
n *nzifl 1 I = — -1 1 — .
Yokl = = o og(n+1)+logn e 0g< +n)

1
Sostituendo — = k si ha —log (k+1) < 0, pertanto la successione & decrescente, in particolare
n

E+1
> log(n + 1) e quindi

| =

n
Yo < v1 = 1 Vn > 1. Osserviamo che =, € a termini positivi, infatti Z
k=1

n
Z T logn > log (n+ 1) —logn > 0, pertanto 7, ammette limite e si ha
k=1
Mostriamo che vy > 0. Consideriamo la successione o, = H(n) —log (n + 1), a, & crescente e a termini
positivi, infatti H(n) > log(n+ 1) ¥n > 0. Osserviamo che lim «, = v, infatti v, — a,, = H(n) —

n—-+00

= e =7 € 0.1

n——+0o0

1
logn — H(n) + log (n+ 1) = log (1 + ), pertanto lim ~, —a, =0, cio¢ lim «, = ~. Pertanto si
n n—+oo n—4oo

ha H(n) =logn + v+ o(1) con v € (0,1) per n — +oo.
O
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Capitolo 8

Serie

Definizione 8.1 (Serie). Una serie & una somma formale di elementi in uno spazio vettoriale metrico V'

oo N
del tipo E z,. Le quantita Sy = E Ty, con N > ng, si dicono somme parziali della serie.
n=ngo n=ngo
[eS) N
Definizione 8.2 (Convergenza). La serie E Ty, si dice convergente se esiste lim E zn € V. Nel
N—+oco
n=ngo n=ngo

caso in cui V = R distinguiamo tre comportamenti:

N
1. se lim E zp, € R la serie si dice convergente
N—+oco
n=ngo
N
2. se lim E x, = too la serie si dice divergente
N—+oco
n=ngo

3. se non esiste il limite delle somme parziali la serie si dice non convergente o indeterminata

(o)
Osservazione 8.3. Nel caso in cui z,, € C diciamo che g T, converge se convergono le serie
n=ng
(o ] (o)
&
E R(xn), E S(zy).
n=nogo n=ngo

A meno di specificazioni considereremo sempre il caso V = R.

o

Proposizione 8.4 (Condizione necessaria). Data E T, una serie, se la serie converge allora
n=mno
lim =z, =0.
n——+00

Dimostrazione.
oo

Poniamo S = E T, e Sy la successione delle somme parziali, si ha che x, = S,, — S,,_1. Passando al

n=no
limite lim z,= lim S, —-S,-1=5-S5=0.
n—-+oo n—-+oo
O
(oo}
Proposizione 8.5 (Criterio di Cauchy). Data Z T, una serie e Sy la successione delle sue somme
n=no

parziali, la serie converge se e solo se Sy € una successione di Cauchy, cioe se Ve > 0 dn. € N tale che

M

Z Ty :|SM—SN|<€VN,M>TLE.
n=N+1
Dimostrazione.

Poiché la serie converge si ha che Sy € una successione convergente in R, pertanto & una successione di
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Cauchy. Viceversa se Sy € una successione di Cauchy si ha che lim Sy € R, pertanto la serie converge.
N

—+o00
O
Osservazione 8.6.

o]

(Geometrica). Consideriamo la serie Z x™, Sy la successione delle sue somme parziali. In generale abbiamo Sy =
n=0

1 r=1 1
1 — pN+1 . e ngr-ir-loo " = o e , pertanto Z " = ¢ +oo r>1
1—=z v7 n=0 non converge z < —1

non esiste x < —1

oo

(Telescopica). Data x, una successione convergente in z € R, consideriamo la serie g (Zp41 — xp). Siha

n=ngo
o) N
g (Xpg1 —xp) = lim (Tnt1 —Tp) = 1M TNy — Tpg = T — Tpg-
N —+4oc0 N—oo
n=no n=no

8.1 Criteri di convergenza per serie a termini positivi

Se non specificato le successioni di questa sezione saranno tutte a termini reali positivi.

Proposizione 8.7 (Criterio del confronto). Date x,,, y, due successioni, se 0 < z,, <y, definitivamente

o0 oo oo oo
e Z T, = +oo allora Z Yn = +00 (equivalentemente Z Yo ER = Z x, ER).
n=no n=no n=no n=no
Dimostrazione.
N N
Siano Sy = Z T, TN = Z Yn le successioni delle somme parziali, poiché x,, e y, sono definitivamente
n=no n=no

successioni a termini positivi si ha che esiste n’ € N tale che Sy e Ty sono crescenti VN > n'. In particolare
si ha Sy — S, < Ty — T,y YN > n’/, pertanto passando ai limiti si ha che se Nlim Sy — Sy = +0
—+o00

allora lim Ty — T, = 400, da cui la tesi.
N —+oc0o

O

Proposizione 8.8 (Criterio di condensazione). Data x,, una successione decrescente a termini positivi,
o0

o0
allora la serie g T, converge se e solo se la serie E 2k xor converge.

n=1 k=0
Dimostrazione.
gk+1 00 e’}
Consideriamo la successione y;, = g T,, allora E T, = T1+ g Yk Inoltre, poiché x,, & decrescente,
n=2k41 n=1 k=0
1 okt1 )
abbiamo 5(2k+1$2k+1) = 2o <yp = E z, < 2%24x. Per il Criterio del confronto allora g Tn
n=2k4+1 n=1
oo (o9}
converge se e solo se E yr converge se e solo se g 2% o1 converge.
k=0 k=0
O
oo
Proposizione 8.9 (Serie armonica generalizzata). La serie E — converge se e solo se a > 1.
n=1 n
Dimostrazione.
Per il Criterio di condensazione la serie E — converge se e solo se converge la serie E oRya
n=1 n k=0 ( )
> ok =/ 1\ 1
> ER <= > (525 ) €R = <1+ 21>1 < a>1
(Qk)a 2a71 2a—1
k=0 k=0
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O

oo

Proposizione 8.10 (Criterio del confronto asintotico). Date a,,, b, successioni, se a,, ~ b, allora Z an
n=ngo
oo
converge se e solo se Z b, converge.
k=kq

Dimostrazione.
Poiché a,, ~ b, per ogni € > 03n. € N tale che (1 — )b, < a, < (1 + ¢€)b, Vn > ng, pertanto per il
Criterio del confronto si ha la tesi.

O

Osservazione 8.11. E sufficiente che sussista una delle seguenti condizioni:

. . a ..
e esistono ¢, C' € R tali che ¢ < b—n < (O definitivamente
n

.. a . a
e 0 < liminf = < limsup — < 400
n—+00 Oy n——+oco Un

e a, = O(b,) e b, = O(a,) per n — +oo, cioé a, < b,

Proposizione 8.12 (Criterio del rapporto). Data a,, una successione a termini positivi, abbiamo che

o0
< r < 1 definitivamente, v € (0, 1), allora la serie Z an converge

n=ngo

anJrl
1.
Qnp

o0

> 1 definitivamente allora la serie Z an diverge

n=ngo

2. se Intl
Qnp

Dimostrazione.

Ap+1

1. Per ipotesi esiste n’ € N tale che < r < 1Vn > n/, in particolare esiste C > 0 tale che

2%
oo

a, < Cr™ definitivamente. Poiché r» < 1 si ha che la serie Z Cr™ converge, pertanto anche la

n=ngo
o0
serie E an per il criterio del confronto.
n=no
An+1 . . . N . .
2. Se L — per ogni n > n’ si ha che la successione & definitivamente costante, pertanto la serie
an
. A1 e . . A1 . o
diverge. Se "*1 > 1 definitivamente si ha che lim — > 1, pertanto per il Criterio del
an, n—+o0o  Qp
rapporto per le successioni si ha lir_~r_1 an = 400, quindi la serie diverge.
n—-+0oo
O
Ap+1

Osservazione 8.13. Se esiste finito lim = r si hanno i seguenti casi:

n—+00 Gy

e se r > 1 allora la serie diverge
e se r < 1 allora la serie converge
e se 7 = 1 non abbiamo informazioni sulla convergenza
Proposizione 8.14 (Criterio della radice). Data a,, una successione, abbiamo che

oo
1. se {/a, <r <1 definitivamente, r € (0,1), allora Z a, converge

n=ngo

o0
2. se Y/a, > 1 definitivamente allora Z an diverge

n=no
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Dimostrazione.

o0
e Se {/a, < r definitivamente allora a,, < r" definitivamente. Poiché r € (0,1) si ha che Z r"
n=ng

o0
converge, pertanto per il Criterio del confronto anche Z an converge.

n=no

o0
e Se /a, > 1 definitivamente allora a,, > 1 definitivamente, pertanto la serie Z a, diverge.

n=no

8.2 Ciriteri di convergenza per serie a termini generali

Se non specificato le successioni in questa sezione saranno a termini generali.

Definizione 8.15 (Assoluta convergenza). Data a, una successione a valori in C, si dice che la serie
o0

D an

n=nogo

e converge semplicemente se la successione delle sue somme parziali converge

oo
e converge assolutamente se la sere E |ay| converge semplicemente
n=ng
o0

Proposizione 8.16. Data a,, una successione, se la serie E an converge assolutamente allora converge

n=nogo
semplicemente.
Dimostrazione.
0o M
Se Z a, converge assolutamente, per il Criterio di Cauchy Ve > 0 3n. € N tale che Z lan| < e VN,
n=ng n=N
M M
M > n.. Allora per disuguaglianza triangolare si ha Z an| < Z lan| < €, pertanto la serie converge
n=N n=N
semplicemente.
O
Proposizione 8.17 (Criterio di Leibniz). Data a,, una successione, se lir_P an, =0 e a, é definitiva-
n—-+0oo
o0
mente decrescente e a termini positivi, allora la serie Z (=1)"a,, converge.
n=nogo

Dimostrazione.

Supponiamo senza perdita di generalita che ng sia pari. Posta Sy la successione delle somme parziali della

serie, consideriamo le sottosuccessioni Sy,,+2k, Sno+2k+1, k € N. Poiché a,, ¢ definitivamente decrescente

si ha che S,,,42k ¢ definitivamente decrescente e Sy, +2x+1 € definitivamente crescente. Inoltre entrambe

le sottosuccessioni sono limitate, infatti S, 1ok > Sno+1 € Sng+2k+1 < Sp, Per ogni k > 1, pertanto

esistono finiti lim Sy yor = ¢, lim S, 12611 = ¢. Osserviamo che a1 2x+1 = |Sngt2k+1 — Sngt2k]s
k—+oco k—+oo

(oo}
pertanto ngrfoo ap, = kEToo |Sno+2k4+1 — Sngt2k| = [€/ — €] = 0, cioe £ = ¢'. Pertanto la serie Z (=) "ay,
n=no

converge.
O

i
Lemma 8.18 (Somma per parti). Date a,, b, successioni a valori in C, posta B; = Z bn, si ha

n=no

M M
Z anb, = <Z (an — an+1)Bn> + aA1+1BM —anBn_1 VYN, M > ng.
n=N n=N
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Dimostrazione.
Osserviamo che b, = B,, — B,,_1, quindi

M M M M M—1
Z anbn = Z aan - Z aan—l = Z aan - Z an+1Bn =
n=N n=N n=N n=N n=N-1
M
= Z (@n — @ny1)Bn | + ap41By —anBy-1.
n=N
O
Proposizione 8.19 (Criterio di Dirichlet). Date a,,, b, successioni a valori in C, se:
1. lim a,=0
n—-+4oo
oo
2. a, ha variazione limitata, cioé Z lant1 —an] € R
n=no
N
3. la successione By = Z by, & limitata, cioé 3C' € R tale che |By| < C VN > ng
n=mno
o0
allora la serie Z anb, converge.
n=no
Dimostrazione.
1
Posta B; = Z bn, consideriamo l’assoluta convergenza della serie. Per N, M > ng, sommando per
n=ngo
parti otteniamo
M M
> anbn| = | Y (@n = ans1)Bn | + an1By —axBy-1| <
n=N n=N
M M
< D lan = angal - [Bnl | + lays1 Byl + layBy—1| < C | | Y lan — angal | +lania| + lan]
n=N n=N

Poiché a,, ha variazione limitata e lim a, = 0 si ha che a, e la successione delle somme parziali di

n—-+oo
M
|@pn+1 — an| sono successioni di Cauchy, pertanto per ogni ¢ > 0 esiste n. € N tali che E lant1 —an| < e,
n=N

lan| < € per ogni N, M > n., pertanto si ha

M
Z anb,| < 3Ce,
n=N
cioe la successione delle somme parziali della serie & una successione di Cauchy, pertanto converge.
O
Osservazione 8.20.
e Ponendo b, = (—1)" si ha il Criterio di Leibniz

e Se a, ha variazione limitata allora a,, € una successione di Cauchy. Infatti

M M
lan —an| =D (@n = ang1)| < ) lan —anga| <e
n=N n=N

definitivamente per un opportuno ¢ € R

Proposizione 8.21 (Criterio di Abel). Date ay, b, successioni a valori in C, se:
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o0
1. a, ha variazione limitata, cioé E |ant1 —an| €R

n=ngo

o0
2. Z b, converge

n=no
o0
allora la serie E anb, converge.
n=nogo

%

Dimostrazione. Posta B; = E b, consideriamo ’assoluta convergenza della serie. Sommando per parti

n=no
otteniamo
M M
Z anbn = Z (an - an—i—l)Bn + aM+1BZ\/I - aNBN—l S
n=N n=N
M
< Z lan — ant1| - [Bnl| | +lav+1Byv — anBy-1].
n=N

Poiché B,, converge esistono o, € > 0 tali che

M M

Z anbm S (U + E) Z |an - an+1| + ‘aM-&-l — an

n=N n=N

M
Inoltre si ha che |apr41 — an| < Z |an, — ant1] e che esistono § > 0, n. € N tali che
n=N
M M

Z |an — ans1] < 0 YN, M > n., pertanto Z anbn| <20 VN, M > n., cioe la serie converge.
n=N n=N

8.3 Serie di potenze

oo

Definizione 8.22 (Serie di potenze). Una serie di potenze ¢ una serie della forma Z an(z—29)", dove

n=ngo
z, zg € C e a, ¢ una successione a valori in C.
(o]
Studiamo la convergenza assoluta di una generica serie di potenze E an(z—29)" con z,z9 € C e ay,
n=no

una successione a valori in C. Per il criterio della radice si ha che la serie converge assolutamente se

1
limsup {/|an| - |z — 2z0|™ = limsup |z — 2| V/]an| <1, cioe se |z — zp| < ——————.
n—s+o0 n—+00 lim sup {/|ay|
n—-+oo
M
Definizione 8.23 (Raggio di convergenza). Data una serie di potenze Z an(z — z9)" diciamo che

n=no

¢ il raggio di convergenza della serie, con la convenzione che — = +ooe — =0

- 1
lim sup /|a,| 0 +00

n—-+oo

o0
Quindi la serie di potenze Z an(z — 20)" converge assolutamente per |z — zo| < R. Se |z — 20| > R
n=no

allora si ha che limsup |a,(z — 20)"| > 1, pertanto limsupa,(z — z9)" # 0 e la serie non converge. La
n——+oo n—-+oo

convergenza per |z — zo| = R deve essere studiata a parte.
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o)
Proposizione 8.24. Dati a,, 29 € C e la serie di potenze E an(z — 20)", R il Taggio di convergenza
n=0
della serie, se |z — zg| = R, z— 29 # R e se la successione a, R"™ ha variazione limitata e tende a 0 allora
la serie di potenze converge.

Dimostrazione. Possiamo scrivere la serie come

S e = 3 o) (152)
n=0 n=no
Per |z — z9| = R, 2 — 29 # R si ha
5 (Ho)"| G SR
— R 1 _ z;%zo — |1 _ Z}Z{)

La serie rispetta quindi le ipotesi del Criterio di Dirichlet, pertanto converge.
O

Definizione 8.25 (Convergenza uniforme). Data f,, una successione di funzioni, si dice che f,, converge
uniformemente su E a f : E — R se Ve > 0 dng € N tale che |f,(z) — f(z)] < e Vz € E, Vn > ny.

Lemma 8.26. Dati z9 € C, a,, una successione a valori in C, R € R il raggio di convergenza della

o] N
serie Zan(z — z)", 4 polinomi Sy(z) = Zan(z — 20)" convergono uniformemente su Br/(z) a
n=0 n=0

Z an(z — 20)" VR’ < R.

n=0

Dimostrazione. -

Sia f : Br(20) — C la funzione tale che f(z) = Z an(z — 20)" Yz € Br(z0). Poiché la serie
n=0

o0
Z an(z — 2z9)" converge Vz € Bg(zo) si ha che f & ben definita sul suo dominio. Fissato z € Bg(20),
n=0

studiamo la convergenza assoluta della successione zy = f(z) — Sn(2):

[eS) [e%S)
vl =] 3 anz—z0"| < 3 Janl Iz — 20l
n=N+1 n=N+1

Osserviamo che per ogni R’ € (|z — zg|, R) esiste 2’ € Br/(20) tale che |2’ — 29| = R’. Allora si ha

oo 00
ST anl -z =2 < Y Jaal(R) =€ >0,
n=N+1 n=N+1

in particolare |xn| < €, € > 0, per ogni € € Bgr(z0) N R, per ogni z € Br/(zy), da cui la convergenza
uniforme.
O

Proposizione 8.27. Dati zy € C, a,, una successione a valori in C, R € R il raggio di convergenza della

serie Zan(z —20)", la funzione f : Br(zo) — C tale che f(z) = Z an(z — z0)" & continua su Bgr(zo).
n=0 n=0

Dimostrazione.

Fissato w € Br(zp), mostriamo che f & continua in w. Poiché Br(zp) ¢ un insieme aperto esiste § > 0
N

tale che Bs(w) C Bg(zp), cioe |w— 29|+ < R . Sia Sy(z) = Z an(z — 29)" la successione delle somme
n=0

parziali di f(z) Vz € Br(zp), abbiamo

[f(z) = fw)] = IS5 (2) = Sn(w) + f(2) = f(w) = Sn(2) + Sy (w)] <
< [Sn(2) = Sn(w)| + [f(2) = Sn(2)| + |f(w) = Sn(w)]
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Per il lemma precedente abbiamo che Sy (z) converge uniformemente a f(z) Vz € Bs(w), cioe

|f(z) — Sn(2)| < e definitivamente Vz € Bs(w), Ve > 0, da cui segue |f(z) — f(w)| < 3e Ve > 0, cioe
li_r>n f(z) = f(w). Quindi f & una funzione continua.

z w

8.3.1 Serie di Fourier (cenni)

Definizione 8.28 (Serie di Fourier). Una serie di Fourier ¢ una serie della forma
(o)

Z ap sin (nx) + by, cos (nx), con a, e b, delle successioni.
n=no
o0
Riduciamoci per semplicita al caso Z ay, sin (nx). Possiamo studiare la convergenza della serie con il

n=ngo

criterio di Dirichlet se lim a,, = 0 e se a,, ha variazione limitata, ¢ quindi sufficiente verificare che la serie
n—-+oo

o0

Z sin (na)

n=nogo
possiamo quindi scrivere

¢ limitata da una costante. Alternativamente, osserviamo che ™ = cos (nz) + i sin (nx),

_ eim(N+1)

5 oo -a( 5oy - ﬁ?ywm) R

n=ngp n=ng T = 2]{171', keZ

Studiando la convergenza assoluta abbiamo quindi

N N 9
Z |sin (nx)| = S(Z(e”)”>|§|1_em| x#2km, kel

n=no n=ngo

N
Z\sin(nw)|:0 x=2km, kE€Z

n=no

pertanto la serie converge Vr € R.

8.4 Riordinamenti di una serie

o0 oo
Definizione 8.29. Una serie Z by, € un riordinamento di una serie Z an, se esiste o : N — N bigettiva
n=no n=no
tale che b, = aq(y)-
o0
Teorema 8.30. Data a,, una successione a valori reali, se Z a, converge assolutamente a S € R allora
n=ngo
o0 o0 o0
un suo riordinamento Z b, converge assolutamente, inoltre si ha Z a, = Z by,
n=ng n=no n=no
Dimostrazione.
Sia 0 : N — N bigettiva tale che b, = a,(n), osserviamo che esistono N, M € N con M > N tali che
{a1,...,an} C{by,...,by}. Fissato N’ > M, consideriamo la differenza tra le somme parziali:
N’ 0o
D (an=bn)|£2 3 lanl
n=ng n=N+1
00 N’
che ¢ limitata in quanto Z a, converge assolutamente. Pertanto lim Z (an, — by) = 0, cioe
N—+oc0
n=ngo n=ngo
oo o0
> =3
n=no n=no
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o0

Teorema 8.31 (Riemann-Dini). Data a,, una successione a valori in R, se la serie E an converge

n=nogo

semplicemente ma non assolutamente, allora per ogni S € R esistono un riordinamento o0 : N — N e una

successione by, = aq(yn) tali che Z b, =S.

n=ngo
Dimostrazione.
Distinguiamo due casi:
Siano ppg,-..,0Pn,-.. 1 termini positivi, gng, ..., qn,... 1 termini strettamente negativi della serie
o0

(S eR).

E an, nell’ordine in cui compaiono. Poiché la serie non ¢ assolutamente convergente abbiamo

n=ngo

(o] o0

= - = inoltre li = 1l =
n_zn Dn n_zn n = oo, moltre lm p, = lm g, 0
=no —=Tno

in quanto la serie converge. Poniamo b; = pi, se by > S poniamo b; = ¢, se by < S poniamo
bs = po. Procedendo in modo induttivo, supponiamo di aver definito i primi m termini della
o0

serie S* = E b, e che consistano nei termini pi,...,Pk,q1,--,Gm—k. S¢ S, > S poniamo
n=no
bm+1 = Gm—k+1, 5¢ Sy, < S poniamo by4q = pr41. Poiché le serie rispettivamente dei termini

positivi e negativi divergono, si ha che le somme parziali S, non possono essere definitivamente
o0

maggiori o minori di S, pertanto tutti i termini p;,q; sono contenuti nella serie Z b, che e

n=no
oo

quindi un riordinamento della serie iniziale. In particolare, per costruzione di E b, si ha che

n=no

lim S, —8§=0,ciot » b, =S5

m—+0o0o
n=nogo
M;
(S = +o00). Utilizzando le stesse notazioni, sia M; € N il minimo tale che Z Drn > |gi|+ 1. Tali M; esistono in
n=ng
quanto la serie dei termini positivi diverge a +oco0. Questo induce un riordinamento o : N — N tale
che o(ng) = p1,0(no+1) =pay...,0(M1) = Prty—ng,0(M1+ 1) = q1,0(M1 +2) = Pasy+1-ngs - - - -
o0
Posto b, = ay(n) si ha Z b, = 400 per costruzione. In modo analogo si tratta il caso S = —ococ.
n=ng
O
o0 o0
Osservazione 8.32. Siano St = Z max {an,0} € [0,4+00], S~ = — Z min {ay,0} € [0, +o0].
n=ngo n=mno

e Se ST =+o00e S~ €R allora Zan:—l—oo

n=ng

e Se S™ =+ooe ST €R allora Zan:foo

n=ngo

e lo stesso per i loro riordinamenti.

8.5 Prodotto di due serie

Definizione 8.33 (Prodotto di Cauchy). Date Z Qn, Z b, due serie convergenti, diciamo che la serie

D

neN

neN neN

Z a;b; | ¢ il prodotto di Cauchy delle due serie.
i+j=n
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Teorema 8.34. Date due successioni a,, by, se le serie g A, E b, convergono assolutamente a S,

neN neN
Sy € R rispettivamente allora il loro prodotto di Cauchy converge assolutamente a S, - Sp.

Dimostrazione.
Consideriamo la successione delle somme parziali del prodotto di Cauchy delle serie, abbiamo

N N N
Z Z \aibj| S <Z |(IZ|> . Z |bj| = Sa . Sb € R.

n=0 \i+j=n =0 =0

Pertanto il prodotto di Cauchy delle due serie converge assolutamente. Quindi a meno di riordinamento

Z Z a,;bj = Z (47 ij = <Z a7;> . Zb] == Sa . Sb.
neN \i+j=n =0 7=0 =0 7=0

O

Osservazione 8.35. L’enunciato non ¢ valido senza I’assoluta convergenza. Tuttavia un esiste un enun-
ciato piu generale che richiede la convergenza assoluta di una delle due serie e la convergenza semplice
dell’altra (Teorema di Mertens).

8.6 Produttorie

Definizione 8.36. Una produttoria ¢ un prodotto formale di elementi in uno spazio vettoriale metrico

o] N
V del tipo H T,. Le quantitda Py = H ZTn, con N > ng > 0, si dicono prodotti parziali.
n=no n=no

In modo analogo a quanto detto per le serie, chiameremo una produttoria convergente se converge
la successione dei suoi prodotti parziali, divergente se diverge, indeterminata o non convergente se non

0o N
esiste tale limite. In particolare poniamo H T, = lim H Tn
N—+oc0
n=ng n=ngo

oo oo
Proposizione 8.37. Data a, una successione a valori in Ry, H(l + ay) converge se e solo se E an
n=1 n=1
converge.
Dimostrazione.

(=). Osserviamo che

=

(1+an):(1+al)(1+a2)...(1+a1\,):

N N N
a;an—; + Z a;ajap + -+ Han > 1+Zan.
n=1 n=1

1 i<j<k

3
I

B

3

oo oo oo oo
Passando ai limiti si ha H(l +a,) > 1+ Z a,, pertanto se H(l + ay,) converge anche Z an

n=1 n=1 n=1 n=1
converge per il Criterio del confronto.

N N
(«<=). Consideriamo log (H(l + an)> = Z log (1 + ay), poiché log (1 +z) <z Vx > —1si ha

n=1 n=1
N N N N
Zlog (I4+a,) < Z an, pertanto H(l +ap) < eSN . con Sy = Zan. Passando ai limiti si ha
n=1 n=1 n=1 n=1
o0 o0
che se la serie Z an converge allora H (1 + ay,) converge per il Criterio del confronto.
n=1 n=1
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Proposizione 8.38.

1 5 1
Zf =H7_1, conpr < p2 < --- < p;<...numertprimi.
n - 1 — D,
n=1 =1 7
Dimostrazione. N
Scriviamo n € N con la sua fattorizzazione in primi, n = H pzk dove my, € la molteplicita di p;, come
ik=1
fattore di n. Allora abbiamo
S .
Z P ok 1
n=1 n =1 k:Op =1 1 p

oo oo
1 1
Osservazione 8.39 (Prodotto di Eulero). Piu in generale si pud mostrare che E — = H —.
, -p;
n=1 i=1 g
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Capitolo 9

Calcolo differenziale

Dati E C R uno spazio metrico, g € E un punto di accumulazione per E, f : E — R una funzione,
cerchiamo la migliore approssimazione lineare di f in un intorno di zg, cioé la retta tangente al grafico
di f nel punto xy. Cerchiamo quindi y = ax + b tale che

f(x) — (a(z — xo) + b) = o(x — zo) per x — xp.
Ponendo = = xg otteniamo f(xo) = b, pertanto
f(x) = f(zo) — alx — ) = o(x — zg) per x — x.
Dividendo per x — zg e passando al limite abbiamo

4 lim @)~ flzo)
T—To T — X

Definizione 9.1 (Derivata). Dati £ C R uno spazio metrico, £o € F un punto di accumulazione per E,

f: E — R una funzione, poniamo f’(zg) = ;Lf(xo) = lim f) = f(wo)
X T—To r — X

limite esiste diciamo che f & derivabile (o differenziabile) in .

la derivata di f in xg. Se tale

Osservazione 9.2.
e La retta tangente al grafico di f in x¢ ha equazione y = f'(xo)(x — x0) + f(x0)

e Se f ¢ derivabile in x( allora ¢ continua in zg, infatti

lim f(z) = lim f(z0) + f'(w0)(x — w0) = f(z0)

r—x0

e Sostituendo xg + h = x, h € R, possiamo scrivere

f(zo+h) = f(xo)

h—0 h

Definizione 9.3 (Derivata destra e sinistra). Si dicono derivata destra e derivata sinistra di f in xg
rispettivamente

d —
o fLloo) = (o) =t L ZS00)
o fL(wo) = d%f,(xo) = wljil_ 7)“(92 — i(()xo)

Osservazione 9.4. f ¢ derivabile in zg se e solo se esistono le derivate destra e sinistra di f in x( e
coincidono.
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9.1 Proprieta algebriche della derivata

Definizione 9.5 (Funzioni pari e dispari). Una funzione f : R — R si dice pari se f(z) = f(—x) Vo € R,
si dice dispari se f(z) = —f(—x) Yz € R.

Proposizione 9.6. Data f: R — R una funzione, abbiamo che
1. se f é pari allora f' & dispari
2. se [ ¢& dispari allora [’ & pari

Dimostrazione.

1. Per ogni z € R si ha

- h) — f(— —h)— —h) —
f/(_x)zfllll%f( T+ }3 f( m):%ﬂ)_ﬂi—wz_l}bgo_mi—wz_f%x)’
pertanto f’ & dispari.

2. Per ogni x € R si ha
fl(—x) = %13% floot h})b — f(=2) = }£%_w — _1;%130 W = f'(z),

pertanto f’ & pari.

O

Dalle proprieta algebriche del limite segue che
Proposizione 9.7. Date f, g funzioni differenziabili da R in R, abbiamo che

1. (CfY =Cf'VvCeR

2. (f+g)=f=*¢
Proposizione 9.8 (Derivata del prodotto). Date f, g funzioni differenziabili da R in R, allora
(f9)=r-g9+f9
Dimostrazione.
Per ogni x € R si ha

. z+h)glx+h) — f(z)g(x
(F-9) (@) = lim flz+h)g(z+h) - f@)g(z) _
—0 h
i (LG WD) = f@)ga 4 R) | @)+ ) = f@)gla) _
h—0 h h
i (oo 4 LA 0) ol )]
h—0 h
x+h)— f(z . z+h)— gz ,
gte) (i FEEEZIED) o (i AR — oyt + fla (o)
—0 h h—0 h
O

1
Proposizione 9.9. Data f : R — R una funzione differenziabile in R, se f(x) # 0 allora ? é

/ /
differenziabile in x e vale <1) (x) = — f'(x)

f f2(x)
Dimostrazione.
Per ogni z tale che f(z) # 0 si ha
Y (T T F O (RN (. S20ES (DS S
h=0h \ f(z+h) f(x) h=0 hf(z+h)f(z)  h=0 h flx+h)f(x) f2(z)
O]
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Proposizione 9.10 (Derivata del rapporto). Date f, g da R in R differenziabili in R, se g(x) # 0 allora

f e differenziabile in x e vale (f>/ (x) = f(@)g(@) f(x)g’(x)
9 9 9*(x)

Dimostrazione.
Per ogni z tale che g(z) # 0 si ha

<£)'@ﬂ::(f.;)%x):(Zé?_+f@ﬂ(;)’uﬁ::f%w)_.ﬂth@ﬁ::f%xhﬂx)—ftwg%w)

Proposizione 9.11 (Derivata della composizione). Date f, g da R in R, se g é differenziabile in zy € R
e [ ¢ differenziabile in g(xzo) allora f o g é differenziabile in xg e vale (f o g)' (xo) = (f' o g)(xo) - ¢’ (x0)

Dimostrazione.
Osserviamo che g(z) = g(zo) + ¢'(z0)(z — xo) + o(x — x0) per x — xo,
(9

fg(@)) = flg(xo ))) + F/(g(w0))(g(x) — g(x0) + olg(x) — glx0)) per g(z) = glao) e che

o(x — x0) = o(g( g(z0)) per x — zg, pertanto si ha
Fg(x)) = f(g(x0)) + f'(g(w0))g (wo)(z — o) + o(x — wo) per & — o,

pertanto (f o g)'(z0) = f'(9(x0)) - ¢'(20)- -

Proposizione 9.12 (Derivata della funzione inversa). Data f : R — R, se f ¢ invertibile in un intorno
di zo € R, differenziabile in xq e f(xo) # 0 allora f~1 ¢ differenziabile in f(xq) e vale

=1y _ 1
Dimostrazione.
Per ogni x in un opportuno intorno di zq si ha
) ) @) o=
U7 (m)) = f(@)=F(wo) f(@) = f(xo) = fw e T (x) = f(x0)

f & continua in g in quanto differenziabile, pertanto f~! & continua in zg e

(f7H'(f(z0)) = mhj;o f(x) 1f(zo) f/(lmo)'

r—Io

Queste proprieta sono valide anche per funzioni il cui dominio & un sottoinsieme di R.

9.1.1 Derivate di funzioni elementari
e O'"=0VC R

h)+b—azx—0b h
o(ax—l-b)/:lima(x+ Jfb-a = lim & =g Va,b € R
h—0 h h—0 h
" — g™ h n—1 h
e (z") = lim +h)"—a" = lim TN + o(h) =nz"! VYneN
h—0 h h—0 h
. sin (z + h) —sinx . sinzcosh+sinhcosz —sinx
e sin'(z) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
) ( cosh —1 sinh)
= lim | sinx———— 4 coszx = cosx
h—0 h h
, cos(x+h)—cosz . cosxcosh—sinxsinh — cosz
e cos'(z) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
. cosh —1 . sinh .
= lim | cosxt——— —sinx = —sinz
h—0 h h
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. l . . ’ 2 1.2
sin sin’(x) cosx — sinz cos’'(x)  cos?(x) + sin”(z) 1 9
t ! = R = = = =1 t
* tan'() (COS) (@) cos?(x) cos?(x) cos?(x) + tan”(z)
z+h _ x z(,h _ 1
e (e*) = lim £ 7% _iim el =e”
h—0 h h—0
. log(z+h) —logx .1 z+h .ox 1 h 1
* log () hs0 h 50 R & x hsoh @ os {1+ x x
e arcsin’(y) L ! ! ! con sin
1 = = = = — S1
Y sin’(xr)  cosw  cos(arcsiny) 1—y2 4
e arccos’ (y) ! -1 1 ! co cos
I S pry pry pry pry 1 frd €T
Y cos’(xz) sinz  sin(arccosy) /1 —y2’ 4
1 1 1

e arctan’(y) = = con y = tanw

tan’(z) 1+ tan’(z) 1442

9.2 Teoremi principali

Definizione 9.13 (Punti di massimo e minimo relativi). Dati AC Re f: A — R, diciamo che zg € A
& un punto di massimo relativo di f su A se esiste § > 0 tale che f(zg) > f(x) Vz € AN Bs(xp).
Analogamente diciamo che xg € A & un punto di minimo relativo di f su A se esiste § > 0 tale che
f(@o) < f(x) Vo € AN Bs(xo).

Definizione 9.14 (Punti di massimo e minimo assoluti). Dati A CRe f: A — R, diciamo che 25 € A
& un punto di massimo assoluto di f su A se f(xg) > f(x) Vx € A. Analogamente diciamo che zg € A &
un punto di minimo assoluto di f su A se f(zg) < f(z) Vo € A.

In generale, diremo che i punti di minimo e di massimo sono stretti se le relative disuguaglianze sono
strette.

Teorema 9.15 (Fermat). Dati A C R, g € int(A4) punto di massimo o minimo relativo di f su A, se f
¢ differenziabile in xq¢ allora f'(xg) = 0.

Dimostrazione.

Mostriamo il teorema nel caso in cui zg sia un punto di minimo relativo, ’altro caso si dimostra con un
ragionamento analogo.

Poiché zy € int(A) abbiamo che esiste §; > 0 tale che By, (z9) € A. Inoltre esiste ¢ € (0,d1) tale che

f(xzo) < f(z) Va € Bs(xp). Per x € Bs(xg) consideriamo il rapporto incrementale R(z) = M.
Tr — X
Si ha che lim R(z) <0, lim+ R(z) > 0 e che i due limiti sono uguali, pertanto lim R(z) = f’(z¢) = 0.
Tz Tz, T—To
O

Teorema 9.16 (Rolle). Data f : [a,b] — R continua su [a,b] e differenziabile su (a,b), se f(a) = f(b) = £
allora 3¢ € (a,b) tale che /(&) =0.

Dimostrazione.

Poiché f & continua, per il Teorema di Weierstrass ammette massimo e minimo in [a, b], inoltre si ha che
min f(z) < ¢ < max f(z). Distinguiamo due casi:

z€[a,b] z€la,b]

e se m[aylcj] flz) = m[inb] f(z) allora f(z) = £ Vx € [a,b], pertanto f'(z) =0 Vz € [a, b]
x€|a, rE|a,

e se max f(x) # m[inb} f(z) allora almeno uno dei due & diverso da £. Senza perdita di generalita

a, xre|a,

possiamo supporre m[a%)]f(x) # (. Allora esiste £ € [a,b] tale che f(§) = m[aﬁ]f(x) > £, in
x€E|a, xE|a,

particolare € € (a,b). Quindi per il Teorema di Fermat f'(¢) = 0.
O
Teorema 9.17 (Darboux). Data f : [a,b] — R continua e differenziabile su [a,b], se f'(a)f'(b) < 0
allora 3¢ € (a,b) tale che /(&) =0.
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Dimostrazione.
Supponiamo senza perdita di generalita che f'(a) < 0 e f/(b) > 0. Poiché f & continua, per il Teorema di
Weierstrass ammette massimo e minimo in [a, b]. Osserviamo che b non & un punto di minimo relativo,

f(0) = f(x)
b

infatti se lo fosse si avrebbe > 0 in un intorno sinistro di b per il Teorema della permanenza

del segno, pertanto f(z) < f(b) per ogni z in tale intorno. Con un ragionamento analogo si ha che a non
¢ un punto di minimo relativo. Allora 3¢ € (a, b) tale che £ ¢ un punto di massimo o di minimo, pertanto
(&) = 0 per il Teorema di Fermat.

O

Corollario 9.18. Data f : [a.b] — R continua e derivabile su [a,b], f([a,b]) = [r[nig]l fs r[nz?](]f.

Teorema 9.19 (Lagrange). Data f : [a,b] — R continua su [a,b] e differenziabile su (a,b), esiste

& € (a,b) tale che f'(€) = w.

Dimostrazione.

Consideriamo la funzione h(z) = f(z) — (x — a). h & continua su [a,b] e differenziabile su

f() = f(a)
b—a
(a,b) perché somma di funzioni che lo sono sui rispettivi intervalli. Osserviamo che h soddisfa le ipotesi

del Teorema di Rolle, infatti

() = fa) - LU= 6oy~ sa),
(o) = 16 - LDy i)
pertanto esiste £ € (a, b) tale che h'(£) =0, cioe f/(&) — w = 0. Dunque f/(§) = f(bl)) : i(a)

Corollario 9.20. Dati I C R un intervallo, f : I — R una funzione continua su I e differenziabile su
int(7)

1. se f'(x) <0 Vzx €int(I) allora f ¢ debolmente decrescente
2. se f'(x) > 0V €int(l) allora f & debolmente crescente
3. se f'(x) =0V € int(I) allora f ¢é costante

Dimostrazione.

1. Consideriamo un intervallo [a, b
f(b) — f(a)
b—a

| C I, per il Teorema di Lagrange esiste £ € (a,b) tale che f/'(§) =
<0, pertanto f(b) < f(a), quindi f ¢ debolmente decrescente

2. Consideriamo un intervallo [a,b] C I, per il Teorema di Lagrange esiste £ € (a,b) tale che f/(§) =
f(b) — f(a)

— > 0, pertanto f(b) > f(a), quindi f ¢ debolmente crescente

3. Consideriamo un intervallo [a,b] C I, per il Teorema di Lagrange esiste £ € (a,b) tale che f/'(§) =
f) = f(a)

e 0, pertanto f(b) = f(a), quindi f & costante

O

Teorema 9.21 (Cauchy). Date f, g funzioni da [a,b] in R continue su [a,b] e differenziabili su (a,b),
esiste § € (a,b) tale che (f(b) — f(a))g'(€) = (9(b) — g(a)) (&)
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Dimostrazione.
Consideriamo la funzione h(z) = (f(b)— f(a))g(z)—(g(b)—g(a))f(x), h & continua su [a, b] e differenziabile
su (a,b). Osserviamo che h soddisfa le ipotesi del Teorema di Rolle, infatti

h(a) = (f(b) — f(a))g(a) = (9(b) — g(a))f(a) = f(b)g(a) — g(b) f(a),
h(b) = (f(b) = f(a))g(b) = (9(b) — () f(b) = f(b)g(a) — g(b)f(a),

pertanto esiste € (a,b) tale che h'(§) = 0, cioe (f(b) — f(a))g'(§) = (g(b) — g(a)) f'(§).
Osservazione 9.22. Ponendo g(x) = z si ha il Teorema di Lagrange.

9.2.1 Derivate successive

Definizione 9.23 (Derivata n-esima). Dati I C R un intervallo, f : I — R una funzione differenziabile
da” d (d*1

n volte su I, poniamo —f = — / = ™ la derivata n-esima di f.
dzn  dx \ dz"~!

Proposizione 9.24. Dati A C R un insieme aperto, f : A — R una funzione, derivabile due volte in
Xo € A,

1. se f'(xg) =0 e f"(x0) > 0 allora xog € un punto di minimo relativo stretto

2. se f'(xg) =0 e f"(xo) <0 allora xo é un punto di massimo relativo stretto

3. se xg € un punto di minimo relativo allora f'(xg) =0 e f"(xg) >0

4. se xg & un punto di massimo relativo allora f'(x9) =0 e f"(x9) <0
Dimostrazione.

1. Poiché f'(x¢) = 0 si ha

> 0.

(o) = tim LW =F@o) o S

T—rxTo Tr — X T—xo T — I

f'(x)

Tr — X

Per il Teorema della permanenza del segno esiste € > 0 tale che >0Vr e (xg—e,20+¢)\

! >0 c )
{zo}. Allora si ha f/(sc) r € (zo, 70 +€)
f('r)<0 $E($‘0—5’x0)
strettamente decrescente su (zg — €, xg), cio¢ g € un punto di minimo relativo stretto.

, cloe f e strettamente crescente su (zg,zo +€) e

2. Si dimostra in modo analogo al punto precedente.

3. Se xg € un punto di minimo relativo allora f’(xz¢) = 0 per il Teorema di Fermat. Allora esiste € > 0
tale che f(x) > f(xo) Vo € (o — &, 20 + €). Per il Teorema di Lagrange, per ogni x € (29, z¢ + €)

esiste £ € (xg,x) tale che f'(¢) = f(z) = f(@o) > 0 in quanto & > x( e xg € un punto di minimo
T — X0
/ gl /
relativo. Pertanto f”(x¢) = lim F1E) = F(wo) = lim EAON > 0.
T—xo & —xg z—zo £ — T

4. Si dimostra in modo analogo al punto precedente.

Definizione 9.25. Dato A C R un insieme aperto poniamo
C™(A)={f: A — R f & differenziabile n volte su A e f(™& continua.}

Osservazione 9.26. C™(A) ¢ uno spazio vettoriale sul quale puo essere definita la norma

o (k)
Il =3 )
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9.2.2 Funzioni convesse e concave

Definizione 9.27 (Funzione convessa e concava). Dato I C R un intervallo, una funzione f : I — R si

dice convessa se Vr, y, z € I tali che x < y < z si ha f(y) < f(z)+ W(y —x). f sidice concava

se —f €& convessa.

Osservazione 9.28. Equivalentemente possiamo dire che f & convessa se esiste A € [0, 1] tale che
y=dx+(1-XNz dacu f(y) = fAz+ (1—=XN)z) < Af(x)+ (1 —N)f(2). L'equazione y = Az + (1 — A\)z
e detta combinazione convessa di z e z.

Proposizione 9.29. Dati I C R un intervallo, f : I — R una funzione differenziabile su I, f é convessa
se e solo se f' & crescente.

Dimostrazione.

(=). Per ogni z, y, z € I tali che < y < z consideriamo i rapporti incrementali di f:

f) = &) _ 1) = f@) _ 1) = f)
y—x =z z—y
Per y — x si ha
fa) < TEZIE)
per y — z si ha
TOZIE) < g,

pertanto f’ & crescente.

(«<=). (Dimostrazione da correggere)Supponiamo per assurdo che f non sia convessa, cioe¢ esistono z,

y,z€lconz<y< 2 tali che f(y) > f(z) + W(z} — ), in particolare f(y;:i(ﬂC) >

w. Per il Teorema di Lagrange esistono v € (z,y), £ € (y, 2) tali che f'(v) = W,

Fe€ = M Poiché 1(2) = 1) > 1(z) = f(@) si ha che f'(v) < f/(£), ma questo &
z2—y z—y Z2—x

assurdo in quanto f’ & crescente, quindi f & convessa.

(<) Fissiamo z,x¢ € I tali che x > z0, per il Teorema di Lagrange esiste £ € (xg,x) tale che f'(¢) =
f(@) = f(zo)

r — X

. Dalla crescenza di f’ si ha

(z —20) f'(€) > (& —x0) [ (w0),
da cui si ricava
f(a) = f(xo) > (x — 20) f' (20),
quindi la funzione & convessa. Un ragionamento analogo ¢ valido per x < z.

O

Corollario 9.30. Dati I C R un intervallo, f : I — R una funzione differenziabile due volte su I, f ¢
convessa se e solo se f""(x) >0 Vx € I.

Corollario 9.31. Dati I C R un intervallo, f : I — R una funzione differenziabile due volte in xg € 1,

se f & convessa in un intorno di xo allora " (x¢) > 0. Analogamente se f ¢ concava in un intorno di xg
allora f"(xg) < 0.

Osservazione 9.32. Il segno di f” definisce gli intervalli di convessita e concavita di f.

Definizione 9.33 (Punto di flesso). Dati zo € R, f una funzione definita su un intorno (xg — ¢,z + ¢€)
di zg, € > 0, diciamo che f cambia concavita in xy se f & convessa in (xg — €, xp) e concava in (zg, xg+€)
o viceversa. In tal caso diciamo che o & un punto di flesso per f.
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Definizione 9.34 (Punto di flesso a tangente verticale). Dati zo € R, f una funzione definita su un

intorno (xg—e, zg+e¢) di zo, € > 0, continua su xg, se f cambia concavita in zg e lim M
xrT—Xo €Xr — :Z:‘O

diciamo che zy & un punto di flesso a tangente verticale.

Proposizione 9.35. Data f : (a,b) — R una funzione convessa, allora

1. per ogni x € (a,b) esistono (gj—f_(x), %(m) e vale Cgc—f_(a:) < ai—er(x)

2. f ¢é continua su (a,b)

, : o df daf
3. per ogni x, y € (a,b) tali che x <y si ha dx—i(m) < dm—i(y)

d d d
4. disc (d:z:f> = disc (dxf“r> , quindi f & differenziabile su (a,b) \ disc (d:vfi)
Dimostrazione.

1. Per ogni z, y, z € (a,b) tali che z < y < z, consideriamo i rapporti incrementali

1) = f@) _ f) = fy)
y—xr  z-y
Osserviamo che, fissato vy, fy) = f@) € monotono crescente in z e fe) — 1)
y—x z—y
in 2 i e : . df df
crescente in z in quanto f € una funzione convessa. Per z — y e z — y si ha e (y) < s
x x
2. Fissato xg € (a,b), mostriamo che f & continua in xg, cio¢ lim f(z) — f(xo) = 0.

Tr—x0

lim f(z) — f(zo) = lim M(z —xp) = lim d—f_(zo)(x — o) =0.

T—@y =Ty T — o z—zy AT
Ragionando in modo analogo per il limite destro si ha che

lim f(x) - f(z0) =0,

Tr—xo
cioe f & continua in xg per ogni zq € (a,b).

fly) = f@) _ f(z) = f(y)

y—x B 2=y

3. Dalla convessita di f si ha

df df . .
d?_(:c) < dz—_(z) da cui la tesi.

rt

= +o00

¢ monotono

(y)

. Passando ai limiti per y — x e y — z si ha

d
4. Per la monotonia dei rapporti incrementali si ha che disc <df> ¢ un insieme numerabile. Per

d
ogni y € (a,b) \ disc (lei)’ x, z € (a,b) tali che x <y < z, si ha
x

df
dxﬁ(x) < dmi—(y) < dxi(y) < dlﬁ('z)

Per x — y e y — z allora

Ay = )

per il Teorema dei due carabinieri, pertanto f e differenziabile in y.

Osservazione 9.36. Le discontinuita di f’ corrispondono ai punti angolosi di f.
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9.3 Teorema di de I’'Hopital

Teorema 9.37 (de 'Hépital, forma 0) Dati zg € R e I un intorno di xg, f, g funzioni continue su I e

!/
derivabili su I\ {zo} tali che f(xo) = g(xo) =0 e ¢g'(x) #0 Vo € I\ {xo}, se esiste lgn f/Ex)) =(eR
Tr—rTo g
allora lim f@) =/.
v—a0 g(z)
Dimostrazione.

Osserviamo che g(x) # 0 Vo € T\ {xo}. Infatti supponiamo che esista x1 € I\ {0} tale che
g(z1) = 0 = g(xp), allora per il Teorema di Rolle esiste £ tra xg e x1 tale che ¢’(§) = 0, che & assurdo.
Poiché f(zo) = g(z¢) = 0 possiamo scrivere

flx) _ f(@) — f(=o)
g(z)  g(x) = glzo)

Per il Teorema di Cauchy esiste £ compreso tra xy e x tale che
&) _ fl@) = flxo)
9'(€)  g(x) —g(xo)

Passando al limite per x — xq si ha & — x(, pertanto

i 7@ o O,

w0 g(x)  enno g'(€)

O
Teorema 9.38 (de 1’'Hopital, forma %, limite all’infinito). Dati I un intorno di +oo, f, g funzio-
ni continue e deriwabili su I tali che liIJIrl flx) = lilf glx) = 0 e g'(x) # 0 Vr € I, se esiste
Tr—r+00 xr—r+00
!/
im (@) =/(eR allora lim m =
z—+oo ¢’ () z—+oo g(x)
_ 1
Dimostrazione. Poniamo f(t) = f ( ) (t) I = (a,+o0) con a € R. Abbiamo che f e g sono
continue su (0, ) (con la convenzione che 6 = 400) e vale
a

1 =1 t 0.
Jim 70 = lim g(8) =

Abbiamo quindi
—
Fe_ o —al ()

lim = lim - ~t2 =
150+ G'(t) 10t =g (1) woteo ¢'(2)

.é’—..‘

Poiché tale limite esiste, per il teorema precedente si ha

lim @ = lim & =
z—0+ g(x)  z—too g(x

~—
S

Osservazione 9.39. Il risultato ¢ valido anche per il limite a —oo

Teorema 9.40 (de I'Hopital, forma 2). Dati xg € R, I un intorno di xo, f, g funzioni continue
e derwabili su I\ {xo} tali che lim f(x) = lim g(z) = +oo e g'(x) # 0 Vo € T\ {zo}, se esiste
T—To T—To
!
e /()

=/ecR all lim —= = /.
T—To g’(:c) < atiora zgfvlo g(x)

Dimostrazione.
Distinguiamo due casi.
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(¢ € R).

(0 = £00).

f(z)

Mostriamo che lim ———= = ¢. Per la definizione di limite, per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che
z—ad 9(T)
!

l—e< quf,g)) < l+eVx € (xg,x0 + d). Osserviamo che

flx) _ f@) = flzo+9) f(z) 9(x) —g(xo+0) _

glx)  g(z) —glzo+8)  f(z) = flzo +9) g(x)

(z0+6)
f@) = flao+0) 1= 75

- (1 1 I
— f(z049) g(x) —g(l'o-f—(;) ( +0( )) per x — x,

A-TG @) = flwo+9)
1= 55

g(w) — g(xo + 5)

Fissato « € (xg,x0 + J), per il Teorema di Cauchy esiste £ € (x,z¢ + ) tale che

f'(€)  f(x) = f(zo+9) . e o
Consideriamo adesso i limiti superiori e inferiori:
7€)~ g@) gz + )’ Y
!
lim sup M = lim sup f/(ﬁ) </l+e,
/
liminf@ = lim inf I'(§) >(—¢
ez 9()  enat g'(€)

Per l'arbitrarieta di € si ha quindi che esiste

In modo analogo si mostra che il limite sinistro vale ¢, da cui la tesi.

fz

Senza perdita di generalita supponiamo che ¢ = 400, mostriamo che hm ——~ = +o00. Perla

z—ad CU)
!
ch,(z) > M Vz € (xg — 0,29 + 9).

~

definizione di limite, per ogni M > 0 esiste § > 0 tale che

Ragionando come prima, fissato x € (xg,xo + d), per il Teorema di Cauchy esiste £ € (z, 29 + §)
(&) _ f(x) - flzo+9)
9'(&)  g(@) —g(xo+9)
@ @@t PO @)
B 0@ o 9@ —gwot0) s 9O aony 9@)

> M. Per z — xg si ha & — :z:ar, pertanto

tale che

> M

In modo analogo si dimostra che

f(z)

/
lim —= = lim f/(a:)’
z—z, 9 ) z—azy 9 (z)

da cui segue la tesi per I'arbitrarieta di M.

9.4 Polinomi di Taylor

I polinomi di Taylor rispondono al problema dell’approssimazione di una funzione f regolare con un
polinomio in un intorno di un punto zy del suo dominio. Cerchiamo quindi dei polinomi p(x) € R[z] tali
che f(z) = p(x) + o((x — z)™) per x — xo, dove n ¢ il grado del polinomio.

Osservazione 9.41.

e Tale polinomio potrebbe non esistere
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e Se tale polinomio esiste allora ¢ unico. Infatti, supponiamo per assurdo che esistano
p(z), ¢(x) € R[z] entrambi di grado n tali che p(z) — q(x) = o((x — xo))™, p(x) # q(x). Osserviamo
h
che h(z) = p(x) — ¢(x) ha al pitt grado n — 1, allora lim i
a—zo (T — T0)"
degh < deg (z — xo)", ma questo & assurdo poiché h(z) = o((x — xo)") per x — o

= 400 in quanto

Definizione 9.42 (Polinomio di Taylor). Dati A C R, f: A — R una funzione differenziabile n volte in

" ofk)
xo € A, il polinomio T}, (f, zo)(z) = Z fT(yxo)
k=0 )

xg. Se chiaro dal contesto scriveremo generalmente T, (x) al posto di Ty, (f, zo)(z).

(z — x0)* si dice polinomio di Taylor di grado n di f in

Osservazione 9.43. T,(Lk)(gco) = fF)(29) Vk < n

Teorema 9.44 (Peano). Data f una funzione differenziabile n volte in un punto zy del suo dominio,
allora f(x) = T, (f, zo)(x) + o((x — zo)™) per x — xp.

Dimostrazione.

Consideriamo lim f(z) = To(z)

. Applicando il Teorema di de I’Hopital n — 1 volte si ha
=z (X — x0)"

o £ = Ta@) o f (@) - TV (@)
T—x0 (x — J,‘O)" T—To n! (l‘ — .To)

Ly 4070 @) = £ o) - (o w0) = 7 (o)

n! z—ao T — xo

1(hmfw4mw—ﬂwﬂuw)_ﬂMuw_

T—T0 T — To n!

n!

Pertanto f(z) — T, (z) = o((x — x0)™) per x — xo.

La quantita o((x — x¢)™) & detta resto di Peano.

Corollario 9.45. Data f : (a,b) — R differenziabile n volte in o € (a,b), se f*) (o) =0VI <k <n-—1
e f((20) #0:

1. sen e dispari allora f é strettamente monotona in un intorno di xg

2. sen ¢ pari e f™(z0) >0 allora zo & un punto di minimo relativo stretto

3. sen &pari e f0(xg) <0 allora zo & un punto di massimo relativo stretto
Dimostrazione.

) . ) . B o f (o) n n

Dalle ipotesi sulle derivate di f si ha che f(z) = Ty, (z) + o((z — 2)") = ———=(z — )" + o((x — x0)™)

n!
per x — .

1. Consideriamo la derivata di f in un intorno di zg:

/ f(n) To n—
o) =4 .

Poiché n — 1 & pari si ha che sgn(f’) = sgn(f(™(z¢)), pertanto f & strettamente monotona in un
intorno di xg.

_ f(”)(azo)

2. Osserviamo che esiste ¢ > 0 tale che |o((x — zo)")| o
n!

(x — xo)" Vo € (xg — &,20 + €),

pertanto zy € un punto di minimo relativo stretto

3. La dimostrazione e analoga al punto precedente

Osservazione 9.46.

e I polinomi di Taylor sono operatori lineari, infatti T, (a f 4+ bg, zo) = aT},(f, z0) + 0T, (g, o) Ya,b € R
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° Tn—l(f/; CC(]) = Tr/y,(fa xO)

Lemma 9.47. Data g : [a,b] — R continua su [a,b] e derivabile n+ 1 volte su (a,b), se g*)(a) = g(b) =
0 Y0 < k < n allora esiste t € (a,b) tale che g" ) (t) = 0.

Dimostrazione.
Poniamo b = tg, per il Teorema di Rolle esiste t; € (a,t) tale che ¢’'(¢t1) = 0. Reiterando n — 1 volte si
ha che esiste t € (a,t,) tale che g+ (t) = 0.

O

Teorema 9.48 (Lagrange). Dati I C R un intervallo, f : I — R una funzione differenziabile n+ 1 volte

T —1x n+1
su un intorno di xo € I, allora f(x) = T (f,x0)(x) + f("+1)(t)((n+oi>' con t compreso tra x e xg.
Dimostrazione.
Senza perdita di generalita fissiamo x > x(, consideriamo la funzione

a(t) = 1(0) = To(t) LS (0 gy

nell’intervallo (zg, ). Osserviamo che
g (@o) =0V1 <k <n, g(z) =0,

pertanto per il lemma precedente esiste & € (2o, z) tale che g"+1)(¢) = 0, cioe

(n+1) (¢) — J(@) = Tu(x)

fOrDE) = (n+1)! @ — 2oL
Allora si ha ( -

- (n 1) r — X
) = Tula) + £ ()
O
(iE — (E())nJrl
La quantita f(”ﬂ)(t)w ¢ detta resto di Lagrange.

9.4.1 Polinomi di Taylor di funzioni elementari

Le seguenti espansioni saranno tutte intorno al punto xy = 0.

o fla)=e", fP(x)=e"e fB(0) =1

To(a) =Y =
k=0
¢ J0) = T SO = e e SO0 =
T.(z) = Zwk
k=0
_1\k
@) = 15 90 = st © 190 = (1P

e f(z) =log(1+ ). Osserviamo che log’(1 + z) = - —il-
T} 1 (f,20)(x) = T (f', 20)(x), da cui

, abbiamo quindi
x

n—1 k$k+1
T@) = Y (1)
k=0



e f(x) =sinz. Osserviamo che f2*)(0) = +sin0 =0, f*+1(0) = £ cos0 = +1, da cui

n 22k+1
T .
2n+1 Z 2k‘ T 1)'
k=0
e Con un ragionamento analogo, per f(x) = cosx abbiamo
n 22k
Ton(w) = 3 (-1
k=0
1 . 9 . . . .
o fx)= . Sostituendo —z* nel polinomio di Taylor di abbiamo
1+ 22 1—x

n

Ton(z) = > (—1)Fa?

k=0

e f(x) = arctanz. Osserviamo che arctan’ z = o2 abbiamo quindi T}, (f, o) (x) = T (f', o) (),

da cui

ala=1)...(a—k+1)
k!

o f(x)=(1+2)*% a#0. Scrivendo il coefficiente binomiale come (Z) =

T, (z) = zn: (Z) o

k=0

abbiamo

Proposizione 9.49.
n

T -
e’ = Z o Ve € R
n=0
Dimostrazione. "
n
Per il Teorema di Lagrange abbiamo che e* —T,,(z) = etﬁ con [¢| < |z|, in particolare |e* —T,,(z)| <
n !
n+1 n+1
e‘tlL. Poiché lim e/l = ad =0 si ha che lim e* — T, (z) =0, cioe
(n+1)! n—too  (n+1)! n—00

o'}
=y
_n

O
Osservazione 9.50. Non & sempre vero che ngmoo T, (x) = f(z). Consideriamo ad esempio la funzione
e 1 # 0
o fi o

f & C® in un intorno di 0 e le sue derivate in 0 sono tutte nulle, pertanto si ha che T,,(f,0)(z) = 0 per
ogni n € N, in particolare la successione dei polinomi non converge a f.

9.4.2 Serie di Taylor e funzioni analitiche

Definizione 9.51 (Serie di Taylor). Data f € C*° in un punto z( del suo dominio, la serie

Zf

(n) 1?0 x . Z‘o)n

si dice serie di Taylor di f in xg.
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Definizione 9.52 (Funzione analitica). Dato A C R un insieme aperto una funzione f: A — R si dice

(z
analitica su A se f € C®(A) e Vxo € A esiste r > 0 tale che f(x Z f 0) (s — xo)"
n=0
Vo € (xg —r,xo + 1) C A
Possiamo utilizzare lo stesso ragionamento con cui abbiamo mostrato che e® coincide con la sua serie
di Taylor per verificare che

_ oo p2kH1 oo . a2k
sinz = ngo(—l) hr cosx = ngo(—l) k)

1
—— coincidono con le loro serie di Taylor in 0 per |z| < 1.
14 2?2
Proposizione 9.53 (Identita di Eulero).

e che log(1 + z), arctan z,

cosx +isinx = e*

Dimostrazione.
Consideriamo le serie di Taylor di cosx e sinz:

i x2n i 2n+1
cosz =) (=1)" , sinx =) (-1)"
|
— (2n) o (2n+1)
Sostituendo —1 = 32 abbiamo
2n+1
_ 2n ’I -2n x
cosx +isinx = Z Z 2 +1

n=0
oo
Zx
_TL

Proposizione 9.54. Data a,, una successione a valori in R, f: Br(xg) — R tale che
oo

x) = Z an(x — z0)", dove R ¢ il raggio di convergenza della serie, xo € R, allora f € C*(Bgr(zo)) e

n=0
£ (20)
ap = ———.
n!
Dimostrazione.
. - df — d n 1 .
Per convergenza uniforme si dimostra che d—(ac) = g andf(x — x)". Poiché i termini della somma
T T

sono differenziabili infinite volte si ha che f(z) € C*°(Bg(zo)). Osserviamo che

:E an—k(x E an x—xo) -k,
x _
n=0

(k)
Valutando in xg si ha f*)(2) = a,k!, cioe aj, = fT('xO)
' O
Lemma 9.55.
> n! & k! v
— "= e(—-1,1
2 G T A e LY
Dimostrazione.
= 1
Osserviamo che per k = 0 si ha la serie geometrica Z " = 1 s per € (—1,1). Derivando k volte
—x
n=0
n! k!
n—k __ ¥
otteniamo Z 7k)'f£ = m
n=0 -
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Proposizione 9.56. Data a,, una successione a valori in R, f: Br(xg) — R tale che
o0

) = Zan(x — x0)", dove R ¢é il raggio di convergenza della serie, xg € R, allora f ¢ analitica su

(n )
Bpg(xg), cioé Yay € Br(xg) 3r > 0 tale che f(x Z f —11)" Vx € B.(z1).

Dimostrazione.
Fissiamo 1 € Bg(zg) e calcoliamo da derivata k-esima di f in x;:

S

n—k

1’1 - 930)

Poiché limsup V/|ay| <z si ha che esiste C € R, r € (0, R) tali che |a,| < g Scegliendo
/rn

n—-+oo

r € (|zg — x1|, R) si ha

> C n‘ |xfx|n7k
(k) . — |k L 0
38 gt G5 ()

Per il lemma precedente quindi

C k! k! Cr k!
(®) < — =Cr- = . .
@)l e (1 B |m17x0|>k+1 (r— o1 —xo|)F+t  r—lz — x| (r— |21 — 20])*

r

Ponendo C’ = o si ha
r— |z — x|
C/

= (r— |z — wo|)*

‘f"”(w)

f(”)( )

n

pertanto la serie E (x — o)™ converge se |x — xg| < r — |x1 — x1], in particolare converge
n=0

nell’ mtervallo (21 R+ |3:1 — Zol,x1 + R — |71 — xo]).

(
Sia g(x Z f (x—1x0)", verifichiamo che g(x) = f(z) Vo € Bgr(x). Sia S, (x) la successione delle

somme parmah di g, osserviamo che S, (z) = T,,(f, zo)(x), quindi per il Teorema di Lagrange abbiamo

Fr D (y)

_ n+1
(n+1)! o =]

[f(z) = Sn(z)] <

con y compreso tra x e x1,

da cui

C:|r—x"H!
(r—ly—a )+t

_ n+1
Osserviamo che lim C-le—a
w e Gy =

0 per |z — 1] <7 — |y — x1], da cui la tesi.

O

Corollario 9.57. Date f, g funzioni analitiche su un intervallo (a,b), zo € (a,b), se fF)(zg) =
g®) (x0) Yk € N allora f = g su (a,b).

Dimostrazione.
Consideriamo l'insieme A = {z € (a,b) | f*)(z) = g®)(2) Yk € N}, per ogni z € A esiste 7 > 0 tale che
(x—rx+r)C Aeg=fsu(x—rax+r), pertanto A & un insieme aperto in (a,b). D’altra parte per

ogni successione x, a valori in A tale che lirJIrl Zn = 2 € (a,b), per la continuita di f, g abbiamo che
n—-+oo

z € A, pertanto A & un insieme chiuso in (a, ). Poiché A # () e (a,b) & connesso abbiamo che A = (a, b),
pertanto f = g su (a,b).
O
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Osservazione 9.58. Le funzioni analitiche formano uno spazio vettoriale su R.

Corollario 9.59. Date f, g funzioni analitiche su un intervallo (a,b), ©, una successione a valori in
(a,b) convergente in xg € (a,b), se f(zy,) = g(z,) Yn € N allora f = g su (a,b).

Dimostrazione.

Osserviamo che se f e g sono funzioni analitiche allora af + bg & una funzione analitica Va, b € R.
Consideriamo la funzione h(z) = f(z) — g(x), h(z,) = 0 ¥n € N. Per il Teorema di Rolle esiste a7,
compreso tra xg e x, tale che h/(z]) = 0 Vn € N, passando al limite si ha che h'(zg) = 0. Reiterando
otteniamo che h*)(z9) = 0 Vk € N, pertanto h = 0 su (a,b) per il corollario precedente, cioe f = g su

(a,b).
O

Teorema 9.60. Date f, g funzioni analitiche su un intervallo (a,b), abbiamo che:

1. f-g é una funzione analitica
2. se g # 0 allora i e una funzione analitica
g

3. se f:(a,b) = (¢,d) eg:(c,d) = (e, f) allora go f & una funzione analitica
4. se f #0 allora f~! ¢ una funzione analitica

Proposizione 9.61. Dato I C R un intervallo, f : I — R ¢ una funzione analitica se e solo se f € C*(I)

f®) ()
k!

e per ogni xg € I esistonor >0, C >0, R > 0 tali che <CRFVkeN, Ve (xo —ryx0+ 7).

Dimostrazione.

(=>). Abbiamo gia visto che le serie di Taylor su I appartengono a C*°(I), inoltre poiché la serie di Taylor
di f converge per ogni xg € I si ha la tesi.

(«<=). Per ogni z¢ € (a,b)

> £(n) (g s ) (z -
> I —ayr| < S e < 3o OB e
n=0 ’ .

n=0 n=0

1
pertanto la serie converge se R™ - |z — xg| < 1, cioé | — xg| < —=. In particolare la serie converge in

R

. . . — f(TL) (x) n
J=((xo—1/R,z0+1/R)N(xg—r,x0+7r)). Consideriamo la funzione g(z) = Z T(m —x9)",
n=0 :

verifichiamo che f(z) = g(z) su un intorno (z — ry,z + 1) C J. Posta Sn(m)_la successione delle
somme parziali di g, osserviamo che S,(x) = T,(f,zo)(x), quindi per il Teorema di Lagrange

abbiamo
S (y)
(n+1)!

|z — 21|" " con y compreso tra x e z1,

|f(z) = Sn(z)] <
da cui
|f(33) - Sn($)| < C(RT‘1)H+1.

Poiché lir_irrl C(Rry)™™ = 0 ha che f & analitica in un intorno di g, da cui la tesi per 'arbitrarieta
n—-+0oo

di Zo-
O

Definizione 9.62 (Prolungamento analitico). Siano I C R un intervallo, f : I — R una funzione
analitica su I. Definiamo 'unione tra due funzioni h; : J; — R, hy : Jo — R, con J; e J3 intervalli, come

(hy U hy)(z) = {M(fﬂ) e,

. Diciamo allora che
ho (SL‘) x € Jy

g= U{h : J — R analitica | J intervallo, I C J, h|1 = f}

¢ il prolungamento analitico di f.
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Capitolo 10

Integrale di Riemann

10.1 Definizione

Definizione 10.1 (Suddivisione, partizione). Dato [a,b] C R un intervallo, chiamiamo
m={to=a,t1,...,t, = b}, con tg < t; < --- < t,, una suddivisione di [a,b]. Una suddivisione induce
n
una partizione di [a,b] come U Iy, con Ij, = [tg—1,tx]. Generalmente useremo in modo equivalente i due
k=1
termini. Inoltre indichiamo con |Ij| la quantita tx — tx—1.

Definizione 10.2 (Finezza di una suddivisione). Date 7, mo suddivisioni di un intervallo [a, b], diciamo
che 7 € una suddivisione piu fine di mo se mo C 7.

Osservazione 10.3.
e La relazione di finezza € una relazione d’ordine parziale sulle suddivisioni di uno stesso intervallo

e Date due suddivisioni distinte 71, w5 di uno stesso intervallo, si ha sempre almeno una suddivisione
che raffina entrambe, ad esempio 7 U 7o

e La suddivisione 7 = {a, b} & la suddivisione meno fine di [a, b]

Definizione 10.4 (Somma superiore). Date 7 = {ty = a,...,t, = b} una suddivisione di un intervallo
[a,b] C R, f:]a,b] — R una funzione limitata, poniamo

n

S(fm) =D (tk—te-1) sup f=> |Ik|My
k=1

k=1 [te—1,tx]
la somma superiore di f rispetto a 7, dove Iy, = [tp_1,t;x] e M = sup f.
[tk—1,tk]
Definizione 10.5 (Somma inferiore). Date m = {t; = a,...,t, = b} una suddivisione di un intervallo

[a,b] C R, f:[a,b] — R una funzione limitata, poniamo

n

s(fom) =Y (tk —th) 0 inf ]f = [T|my

—1,tk
k=1 otk k=1

la somma inferiore di f rispetto a w, dove Iy, = [tr—1,tr] e mg = : inf ]f.
te—1,tk

Osservazione 10.6. S(f,m) > s(f,n).

Proposizione 10.7. Date f : [a,b] = R una funzione limitata, w1, mo suddivisioni distinte di [a,b], se
m C my allora S(f,m2) < S(f,m1) e s(f,m2) > s(f,m1).

Dimostrazione.
Sia m = {to = a,...,t, = b}, senza perdita di generalita possiamo supporre my = m U {t'} con
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tro—1 < t' <ty, per ko € {1,...,n}. Siano I’ = [tg,—1,t'], I = [t/, tx,], consideriamo la differenza tra le
somme superiori S(f,m) — S(f,m2). Posti I = [tg—1,tx], My = sup f abbiamo
[th—1,tk]

S(faﬂ-l) - S(fa 7T2) = |Iko‘Mko - (|I/|Sllllpf+ |I//‘S}}Pf)

Osserviamo che |I'|sup f < |I'| My, e |I"|sup f < |I"|My,, pertanto |I'| sup f+|I"|sup f < |Ip,| My, Ab-
I/ I/I I/ I//

biamo quindi S(f, 1) — S(f,m2) > 0. Con un ragionamento analogo si mostra che s(f, m3) — s(f,m) > 0.

O

Teorema 10.8. Date f : [a,b] — R una funzione limitata, 71, mo suddivisioni distinte di [a,b], allora

S(f’ﬂ-l) > 5(f7772)'

Dimostrazione.
Consideriamo la suddivisione m = m; U g, per quanto gia visto abbiamo

S(f,m) > S(f,m). D'altra parte S(f, 7)) > s(f,m) e s(f,7) > s(f,m2), pertanto S(f,m1) > s(f,m2).
O

Definizione 10.9 (Integrale superiore). Data f : [a,b] — R una funzione limitata, chiamiamo integrale
superiore di f la quantita

S(f) =inf{S(f,n) | m & una suddivisione finita di [a, b]}.

Definizione 10.10 (Integrale inferiore). Data f : [a,b] — R una funzione limitata, chiamiamo integrale
inferiore di f la quantita

s(f) =sup{s(f, ) | # & una suddivisione finita di [a, b]}.
Proposizione 10.11. Data f : [a,b] — R una funzione limitata, allora S(f) > s(f).

Dimostrazione.
Sia 71 una suddivisione finita di [a, b], abbiamo che S(f,71) € un maggiorante per 'insieme

A ={s(f,m) | m & una partizione finita di [a, b]}.

In particolare abbiamo che S(f,71) > s(f) = sup A per ogni partizione m; finita di [a, b], cioe s(f) & un
minorante per I'insieme

B ={S(f,7) | ® & una partizione finita di [a, b]},

pertanto s(f) < S(f) = inf B.
O

Definizione 10.12 (Integrabilita secondo Riemann). Una funzione f : [a,b] — R limitata si dice
b

integrabile secondo Riemann se S(f) = s(f). Tale valore viene indicato con / f(x)dx.

a

Osservazione 10.13. Se f : [a,b] — R & integrabile allora
(b—a) 1nff</ f(z)dx < (b—a)sup f
[a,b]

Proposizione 10.14. Una funzione f : [a,b] — R ¢é integrabile se e solo se per ogni € > 0 esiste una
suddivisione 7 finita di [a,b] tale che 0 < S(f,7) —s(f,m) <e

Dimostrazione.

(=). Per la definizione di integrale superiore, fissato € > 0 esiste una suddivisione 7y finita di [a, b] tale
€
che S(f) + % > S(f,m). Analogamente esiste una partizione 7y finita di [a, b] tale che s(f) — 3 <
s(f,m2). Consideriamo la suddivisione 7= = 71 U o, abbiamo

3

S(f)+§ >S(f,71’1) ZS(faﬂ—)?
s(f) =5 < s(f,m2) <s(f,m),
pertanto 0 < S(f,m) — s(f,7) <¢

€
2
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(«<=). Fissato € > 0 esiste una partizione 7 finita di [a,b] tale che 0 < S(f,7) — s(f,7) < e, pertanto
S(f) —s(f) =0, cioe f ¢ integrabile.

O
Proposizione 10.15. Data f : [a,b] — R monotona, allora f ¢é integrabile.
Dimostrazione.
Senza perdita di generalita possiamo supporre che f sia crescente. Allora f(a) < f(z) < f(b) Vx € [a, ],

k(b—a
pertanto f & limitata. Sia m, = {tk =a-+ g | 0 < k < np una partizione uniforme di [a, b], poiché
n
f & crescente si ha S(f,7,) , s(fomn) = E f(tk—1). Pertanto
n
k=1 k=1

(f(b) = fa)) e lim S(f,mn)—s(f,mn) =0, cio

n——+oo

S(f’ 7TTL) - S(fa 7T’n) =

f e integrabile.

O
Proposizione 10.16. Data f : [a,b] — R lipschitziana, allora f ¢ integrabile.

Dimostrazione. Poiché f & lipschitziana € anche continua, pertanto per il Teorema di Weierstrass e
limitata. Consideriamo una suddivisione 7 finita di [a,b], I} gli intervalli indotti da m per 1 < k < n

e poniamo § = max{|lx|:1 <k <n} il parametro di finezza della partizione. Poiché f ¢ limitata
osserviamo che sup f = n}axf e 1nff mln f, pertanto S(f, ) Z | 7| max £, s(f,m) Z | 7| mlnf
Iy

Siano &, v rispettivamente i punti di massimo e di minimo di f su I ks abb1amo che |& — Vk| < || < 0.

Allora .
S(f,m) => L Fwr))-

k=1
Poiché f & lipschitziana esiste C € R tale che |f(z) — f(y)| < C|z — y| Yz, y € [a, b], pertanto

S(f,m) —s(f,m) ZClIk \fk—uk|<205|1k| Ci(b - a).

Raffinando la partizione si ha che § — 0, pertanto S(f,7) — s(f,7) — 0, cioé f & integrabile.

10.2 Continuita uniforme

Definizione 10.17 (Continuita uniforme). Dato I C R un intervallo, una funzione f : I — R si dice
uniformemente continua se Ve > 0 36 > 0 tale che Vz, y € I con |z —y| < § si ha |f(z) — f(y)| <e.

Osservazione 10.18. Se f & uniformemente continua allora & continua.

Teorema 10.19 (Heine-Cantor). Dati C C R compatto, f : C — R, se f ¢é continua su C allora ¢
uniformemente continua.

Dimostrazione.
Supponiamo per assurdo che esista € > 0 tale che per ogni ¢ > 0, esistano z, y € C tali che |t —y| < J e

|f(z) — f(y)| > e. Scegliamo in particolare ¢,, = —, siano z,, y, € C tali che |z, — y,| < J,, e
n

|f(zn) — f(yn)| > €. Inoltre per la compattezza di C' esistono due sottosuccessioni z,, , yn, convergenti
rispettivamente a x, y € C. Poiché liIJrrl |, — yn| = 0 si ha x = y, pertanto
n—-+0o0o

e < lim |f(xnk) - f(y"k)| =|f(z) = f(y)| =0,

k—4o00

che e assurdo. Quindi f & uniformemente continua.
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Proposizione 10.20. Data f : R — R una funzione continua, se lim f(z)=4¢e lim f(x)=m con
T—+o0 T——00

£, m € R allora f e uniformemente continua.

Dimostrazione.

Per la definizione di limite per ogni € > 0 esiste Ry > 0 tale che |f(z) —¢| < €/2 Vx > R. Analogamente
esiste R_ > 0 tale che |f(z) — m| <e/2 Vo < —R_. Sia R = max{R, R_}, fissato ¢ > 0 sia 6 € (0,1)
la costante garantita dalla continuita uniforme di f sull’intervallo [-R — 1, R+ 1]. Per ogni z, y € R tali
che |z — y| < § abbiamo tre possibilita:

o sex, y > Rallora [f(z) — f(y)| < [f(z) =L+ €= fy)| <e
e sex,y < —Rallora |f(z) — f(y)| < [f(z) €|+ [0 - fly)l <e

e se almeno uno appartiene a [— R, R], senza perdita di generalitd supponiamo = € [—R, R], abbiamo
|z —y| <d <1, ciotz,ye|[-R—1,R+1]. Allora |f(z) — f(y)| < € per la continuitd uniforme di
fsu[-R—1,R+1]

Pertanto f e uniformemente continua su R.

O

Proposizione 10.21. La somma di due funzioni uniformemente continue € una funzione uniformemente
continua.

Dimostrazione.

Siano f, g funzioni uniformemente continue su un intervallo I C R (possibilmente I = R), siano &', &', £”,
8" le costanti garantite dalla continuita uniforme rispettivamente di f e di g. Poniamo ¢ = max {¢’, ¢},
d =min{¢,0”}. Per ogni z, y € I tale che |z — y| < § abbiamo

(f+9) (@)= (f+9) W) =If(x)+g(z) — fy) +9(y)| <
<|f(x) = fy)| +lg(x) —g(y)| <& +&" < 2,

pertanto f + g & uniformemente continua.
O

Corollario 10.22. Date fp : R — R una funzione uniformemente continua e f : R — R una funzione
continua, se lir+n (f(x) = folx)) = lim (f(x)— fo(x)) =0 allora f é uniformemente continua.
T—+00 T——00

Dimostrazione.
Osserviamo che f — fy € uniformemente continua in quanto somma di funzioni uniformemente continue.
Allora abbiamo che f = fo 4+ (f — fo) € uniformemente continua.

O

Proposizione 10.23. Dati I C R un intervallo, f : I — R una funzione lipschitziana, allora f é
uniformemente continua.

Dimostrazione. R
Sia L € R la costante di Lipschitz per f, fissiamo e > 0, § = I Consideriamo x, y € I tali che |z —y| < J,
poiché f e lipschitziana si ha

[f(@) = f) < Lz —y| < Lo =e¢,

pertanto f € uniformemente continua.
O

Proposizione 10.24. Data f : (a,b) — R una funzione derivabile, se f' & limitata allora f & uniforme-
mente continua, in particolare f é lipschitziana.

Dimostrazione.
Mostriamo che f & una funzione lipschitziana. Consideriamo z, y € (a,b), per il Teorema di Lagrange

esiste & € [z,y] tale che f/'(§) = Jw, da cui |f(x) — f(y)] < |f (&) |z — y|.- Dalla limitatezza

di f’ si ha che esiste C' € R tale che f/'(z) < C per ogni z € (a,b), in particolare f'(§) < C. Allora
|f(x) — f(y)] < C|lz — y|, pertanto f & lipschitziana, quindi uniformemente continua.
O
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10.2.1 Modulo di continuita

Definizione 10.25 (Modulo di continuitd). Dati C C R, f: C — R, w : [0, +00] — [0, 4+00], diciamo
che w & un modulo di continuita per f se

e w(0)=0
e w & debolmente crescente

li t)=0
" et

o [f(z) = fWl S w(lz—y]) Yo,y e C

Osservazione 10.26. Le funzioni lipschitziane sono tutte e sole le funzioni che hanno come modulo di
continuita w(t) = Lt per qualche L > 0. In generale le funzioni che ammettono modulo di continuita
della forma w(t) = Lt® con a € (0,1) sono dette funzioni Holderiane.

Proposizione 10.27. Dato C' C R non vuoto, una funzione f : C — R ¢ uniformemente continua su C
se e solo se f ammette un modulo di continuita.

Dimostrazione.

(=>). Consideriamo la funzione wy(t) = sup{|f(z) — f(y)| : z,y € C A |z —y| < t}, mostriamo che wy &
un modulo di continuita per f.

e wys > 0 per definizione

e wy ¢ una funzione monotona crescente per la monotonia dell’estremo superiore al crescere
dell’insieme

o wr(0) =sup{[f(z) - f(z)|} =0
e Fissato € > 0, sia § > 0 la costante garantita dalla continuita uniforme di f. Se t < J e
|z —y| < ¢ allora |f(z) — f(y)| < €, pertanto wy(t) < e ¥Vt < 6, cioe lim+ wr(t) =0
t—0

e Per costruzione |f(z) — f(y)| < ws(|lz —yl)
Pertanto wy ¢ un modulo di continuita per f.

(«<=). Sia w un modulo di continuita per f, poiché lim+ w(t) = 0 si ha che per ogni € > 0 esiste § > 0
t—0

tale che w(t) < € Vt < 0. Ponendo t = |z — y| abbiamo |f(z) — f(y)| < w(t) < € Vz, y tali che
|x —y| < 0, cioe f & uniformemente continua.

O

Definizione 10.28 (Modulo di continuita ottimale). Dati C' C R non vuoto, f : C' — R una funzione
uniformemente continua, diciamo che wy(t) = sup{|f(z) — f(y)| : z,y € C A |z —y| < t} & il modulo di
continuita ottimale per f.

Proposizione 10.29. Dati I C R un intervallo, f : I — R una funzione uniformemente continua, wy il
modulo di continuita ottimale per f, allora wy é subadditivo, cioé wyi(t+s) < wy(t) +wy(s) ¥E, s > 0.

Dimostrazione.
Siano s,t > 0, wr(t+s) = {|f(z) — f(y)| : z,y € IN|x—y| < t+s}. Fissati z,y € I tali che |[z—y| < t+s,
sia z € I tale che |z — z| <, |y — z|] < s. Per disuguaglianza triangolare

[f(2) = F)l < [f(2) = () + [ (y) = F(2)],

stimando con i moduli di continuita

[f(@) = fF)l S wp(lz = 2)) + wp(ly = 2[) < wp(t) +wr(s).

Proposizione 10.30. Data w : [0, +00] — [0, +o0], se w é debolmente crescente, subadditiva e

lim+ w(z) =0 allora w ha crescita sublineare, cioé esistono a, b € R tali che w(x) < ax + b VY > 0.
z—0
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Dimostrazione.
Poiché lirgl+ w(z) = 0 esiste § > 0 tale che w(d) € [0,1), inoltre per la subadditivita di w abbiamo che
z—

w(nd) < nw(d) Vn € N. Sia t € [0,+00), per la proprieta archimedea di R si ha che esiste n € N tale che
nd <t < (n+1)J. Poiché w & debolmente crescente si ha w(nd) < w(t) < w((n+ 1)d). In particolare

w(t) < (n+1)w(d) = nw(d) + w(d) < t# + w(9).

Poiché w(d) e n sono costanti reali si ha la tesi.

Osservazione 10.31. Il modulo di continuitd di una funzione ¢ sublineare.

Proposizione 10.32. Dati I C R un intervallo, f: I — R, se f é uniformemente continua allora f ha
crescita sublineare.

Dimostrazione.
Fissato € > 0, sia 4 > 0 la costante garantita dalla continuita uniforme di f. Supponiamo che I sia

chiuso, cioe I = [a,b], osserviamo che esiste m € N tale che b —a < m. Consideriamo la suddivisione
a—>b

uniforme di I 7 = {txc = a,...,t, = b} tale che tj, — ty_1 = Vk € {1,...,n}, n > m, chiamiamo Jj

gli intervalli [t;_1,tx]. Osserviamo che |xg41 — x| < § Vogg1 € Jpy1, Vo, € Ji per k € {1,...,n}, inoltre

fissato x; € J; abbiamo che a + (j — 1)5 <zj <a-+ j§ per costruzione della suddivisione. Abbiamo

quindi
j—1

[f(ai)] = [f(@) + ) flarg) — fla)

k=1
conz; € J; Vi € {1,...,5}, da cui

j—1
[F@)l < @0+ D 1 f@ren — flan)] < [fen)| + G — Ve
k=1
Posto b = sup{|f(z1)| : 1 € J1} abbiamo
. .20 2¢
|f(z;)] < b+]5—€:b+j2—55—s< ?(xj —a)+b—e¢,
cioe la tesi. Se I ¢ aperto in almeno uno dei due estremi, supponiamo che sia aperto in a, possiamo
h—
considerare una suddivisione tale che tg = a4+ A con A € (0,9) e ¢t — tp—1 < 2-a Vk € {2,...,n} e
n
ragionare in modo analogo.

O

Proposizione 10.33. Data f : [a,b) — R, se f é uniformemente continua su [a,b) allora possiamo
estendere f a una funzione continua su [a, b].

Dimostrazione. Osserviamo che la tesi € equivalente a mostrare che esiste £ € R tale che per ogni successio-
ne x, a valori in [a,b) convergente in b si ha lim f(z,) = ¢. Fissiamo tale successione x,,, dal momento
n—-+oo

che & limitata abbiamo che esiste £ € R tale che liIJIrl f(zyn) = ¢ ameno di passare a sottosuccessioni. Sia
n—-+0oo

yn un’altra successione a valori in R convergente in b, scriviamo f(y,) = f(zn)+ f(yn) — f(25) € poniamo
e(n) = f(yn) — f(z,). Sia wy il modulo di continuita ottimale per f, abbiamo che |e(n)| < wf(|yn — 2n),
pertanto ngr}rloo g(n) =0, cioe nEToo flyn) = 2.

O
Osservazione 10.34. Data f : [a,b] — R una funzione uniformemente continua, consideriamo
m={ty =a,...,t, = b} una suddivisione di [a,b], w un modulo di continuita per f. Posti &, vy € Ij
rispettivamente i punti di massimo e minimo di f su I, abbiamo che

n

S(fom) = s(fim) = D Il(f(&) = F)) < D Ml (i) < (b= a)w(5)
k=1

k=1

con 6 = max{|lz|: 1 <k <n}
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10.2.2 Integrabilita di funzioni continue

Teorema 10.35. Data f : [a,b] = R una funzione continua, allora f é integrabile.

Dimostrazione. Poiché f & continua su [a, b], per il Teorema di Weierstrass ammette massimo e minimo

b b b)
pertanto & limitata. Inoltre f & uniformemente continua su [a,b] per il Teorema di Heine-Cantor in
quanto [a,b] ¢ un insieme compatto. Fissati ¢ > 0, n € N, consideriamo la suddivisione uniforme

k(b —
W—{tk—a+(®|0§k§n},abbiamo
n

S(f,m) g[ﬁ (S}lkpf—iﬁff):bnazl<maxf mlnf)

Per la continuita uniforme di f, per ogni & > 0 esiste § > 0 tale che per ogni z, y € [a,b] con | —y| < §

si ha |f(x) — f(y)| < . Per n tale che 6 > b= — % allora |f(z)— fy)] <e,
pertanto

% abbiamo che se |z —y| <

S(m) —s(fm) < ) = (b - ae.

Per arbitrarieta di € > 0 abbiamo che f & integrabile.
O

Osservazione 10.36. Una dimostrazione simile funziona per una funzione f : (a,b) — R continua e
limitata.

Dimostrazione.
Sia C € R tale che |f(z)| < C Vz € (a,b). Fissato ¢ > 0 consideriamo una suddivisione m = {tg,...,tn42}
b—a—2
di [a,b] tale che tg = a, t1 = a+¢, thy1 = b—¢€, tpia = b, tey1 — tp = 2TATE e {1,...,n}.
n
Abbiamo

S(f,m) — s(f,m) < 4Ce + ; PatE (S}ip £~ ipt f)

(4Ce & una stima per f negli intervalli (a,a + ¢€), (b —¢,b)). Come prima, per la continuita uniforme di
f esiste n € N tale che

S(f,m) = s(f,m) <4Ce+ (b— a)e,

pertanto f e integrabile.
O

Teorema 10.37. Dati I C R un intervallo, f : I — R una funzione limitata, se disc(f) ¢ finito o
numerabile allora f & integrabile.

Definizione 10.38 (Insieme trascurabile). Un insieme E C R si dice trascurabile o di misura nulla se

Ve > 0 esiste una successione di intervalli {I,, | n € N} tale che £ C U I, e Z |I,| < e.
neN neN

Osservazione 10.39. Se F ¢ un insieme numerabile allora ¢ trascurabile.
Pitu in generale abbiamo

Teorema 10.40 (Vitali-Lebesgue). Dati I C R un intervallo, f : I — R una funzione limitata, f &
integrabile se e solo se disc(f) é trascurabile.

10.3 Proprieta e teoremi principali

Definizione 10.41 (Medla integrale). Data f : [a,b] — R integrabile, chiamiamo media integrale di f
su [a,b] la quantité][ fz)dz = 7/ f(z)dz.

b
Teorema 10.42 (Media integrale). Data fa,b] — R continua, esiste & € [a,b] tale che f(§) = 7[ fz)dz
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Dimostrazione.
Per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo su [a, b]. Stimando / f(z)dz con le somme

superiori e inferiori di f rispetto alla partizione {a,b} abbiamo

(b—a) mlnf</f Ydx < ( bfa)maxf,

la,b]
da cui segue
m1nf<][ flx dx<maxf

[a,b]

Allora per il Teorema dei valori intermedi esiste £ € [a, ] tale che f(§) = ][ f(x)dx

Definizione 10.43. Dato I C R un intervallo, poniamo R(I) = {f : I — R | f ¢ integrabile}

Proposizione 10.44 (Linearita dell’integrale). Dati I C R un intervallo e f, g € R(I), allora

1 C-feR(I)VCER e/O~f(x)dm:C-/f(:c)dx
I I
2 frgeR() e /I(f(:c)+g(m))dx: /If(x)dw—k/lg(m)dx

In particolare R(I) é un R-spazio vettoriale e / & un’applicazione lineare su R(I).
I

Dimostrazione.

1. Sia a > 0, per ogni partizione 7 finita di I si ha S(af,7) = aS(f,7) e s(af, ) = as(f,n). Pertanto

sup s(af,m) = supas(f,n) = inf aS(f,7) = inf S(af, 7).

Per a < 0 ¢ sufficiente mostrare che —f € R(I). Per ogni partizione = finita di I si ha

S(—f,m)=—s(f,7) e s(—f,7) =—=S(f, ), pertanto
SupS(—f, ) IHfS /f

2?7 (Questa forse la togliero e rimarra la dimostrazione scritta dopo)
Fissata una partizione m = {¢o,...,t,} finita di I abbiamo

(7 +9.7) = Y- Ilsupls +.0) < 3015l (s +supg ) = S(fm) + S0 7)
k=1 k k=1 I

In modo analogo si mostra che s(f + g, m) > s(f,7) + s(g, 7). Allora

/f(w)d:v + /g(w)dff = sup s(f,m) +sup s(g,7) > sup(s(f,7) + s(g,m)) <
I I ™ T T

<sups(f +g,7) <s(f+9) <S(f+g) =t S(f+g,7) <

< inf S(f,7) + inf S(g, ) /f dx+/ (z)dz,

ciod /I (F() + g(z))dz = /I Fa)de + /1 o(2)dz.

2 Fissiamo 1, 7o suddivisioni distinte di I, poiché f, g € R(I) esistono e1, €2 > 0 tali che
S(f,m) —s(f,m) <e1, S(g,m2) — s(g, m2) < £2. Consideriamo la partizione unione
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m=mUmy = {to,...,tn}, si ha che esiste € > 0 tale che S(f,7) —s(f,m) <ee S(g,m)—s(g,7) < e.
Posti I gli intervalli indotti dalla partizione 7 per k € {1,...,n} abbiamo

n

S(f+gm) —s(f+g,m) =) il (sup(f +9) — inf(f +9)) <

k=1

k

> Tl (sup f + supg — inf f — infg) = S(f,m) = s(f,m) +5(g,7) = s(g,m) < 2,
k=0 ' k * *

pertanto f + g € R(I). Consideriamo adesso m, = {to,...,t,} la partizione uniforme:

n

S(f,m) +8(g,m) = S(f+9,m) =D IIk\(S}lprrs?pg —sup Ix(f +g))-
k=0 k k

Poiché f e g sono limitate, si ha che esiste € > 0 tale che S(f,7) + S(g,7) — S(f + g,7) < e. Per
n — 400 si ha che la differenza tra le somme superiori tende a 0, pertanto

/I(f(ff)Jrg(l’))dCE:/If(x)der/Ig(x)dx.

O

Proposizione 10.45 (Additivita rispetto al dominio). Dati I C R wun intervallo tale che I = I U I
con I, Is C R intervalli e 1 NIy = 0, f € R(I), allora fl, € R(I), f|, € R(I2) e /f(:v)dx =
1 2 I

[ @i [ 4, e

Dimostrazione.

Poniamo f(z) , osserviamo che f(z) = fi(z) + fa(x)

f(z) xe[l,fz(z){o rel
0 x el flz) zel
Vz € I. Senza perdita di generalita supponiamo che x < y Vx € I, Yy € I. Fissato ¢ > 0, consideriamo
una suddivisione 7 finita di I tale che S(f,7m) — s(f,m) < € e supl; = infl, € 7. Poniamo quindi
w1 = wN 11 suddivisione relativa a Iy, mo = N I5 suddivisione relativa a I, m = w1 Ums. Osserviamo che

S(f), - m) = s(f], m) < S(f.m) = s(fm) <e,
S(f|12,7r2) - 3(f|1277T2) < S(f,m)—s(f,m) <e,

pertanto f| € R(I) e fl,. € R(I3). Inoltre
1 2

S(f|[1,7T1) = S(flvﬂ-)7
S(f|1277r1) = S(flaﬂ-)

e analogamente per f‘Iz, pertanto / f1; (z)dx = /fl(:z:)dx e / f‘Iz(z)das = /fg(m)dx. Per la
n I I I

linearita dell’integrale allora

/If(as)dx:/Ifl(a:)da:+/1f2(a:)dx:/;lfIl(a:)dx+/12f|12(x)dm.

Osservazione 10.46. Quanto detto sopra si scrive generalmente come

Kf@)dw/jf@)@ - /acf(x)d:z:

a b a
con a < b < c. Per convenzione si pone / f(zx)dr=0¢e / f(z)dx = f/ f(z)dz se a > b.
a a b
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Proposizione 10.47. Dati I C R un intervallo, f € R(I), allora |f| € R(I) e | [ f(z)dx| < / |f(z)|dx.
I I
Dimostrazione. Fissato € > 0, consideriamo una partizione m = {to, ..., t,} finita di I tale che S(f,7) —
s(f,m) < e. Osserviamo che sup f — inf f > sup|f| — inf | f|, pertanto
I Ty I Iy

S(f1m) = s(Ifl,m) < S(f,m) = s(f,m) <e,
cioe |f| € R(I). Inoltre abbiamo che —|f(z)| < f(x) < |f(z)| Vx € I, pertanto

- [V@ldr < [ f@yao < [ 11@)a.

/I f(a)da| < / 1 (@)lda.

Definizione 10.48 (Primitiva di una funzione). Dati I C R un intervallo f : I — R integrabile, una
funzione F : I — R si dice primitiva di f se F ¢ differenziabile su I e F' = f.

cioe

O

Osservazione 10.49. Se Fi, F» sono primitive di f allora differiscono per una costante.

Definizione 10.50 (Integrale indefinito). Dato I C R un intervallo, f : I — R una funzione integrabile,
poniamo /f(x)dx ={F:1—R|F = f} I'integrale indefinito di f. Spesso indicheremo con
/f(a?)d:c + C una generica primitiva di f.

Teorema 10.51 (Teorema fondamentale del calcolo integrale). Dati I C R un intervallo, f : I — R una

funzione continua, xo € I, la funzione F,, : I — R definita da Fy,(z) = f(@®)dt é una primitiva di f.

xo

b
Inoltre, data F una primitiva di f, si ha / f(t)dt = F(b) — F(a) Ya, b€ I conb> a.

Dimostrazione.
Calcoliamo la derivata di Fy,:

. Fy,(x+h)—F, .1 oth v .1 oth
/ 0 0 — = —
F, (x) = }ILIH%) . = }lllr% N (/I f(t)dt /QC0 fe)dt }lllrrb A /m

0

1 x+h
Per il Teorema della media integrale esiste £ tra « e x + h tale che f(&) = E/ f(t)dt. D’altra parte

per h — 0 si ha £ — z, pertanto

Fy,(z) = lim f(§) = f(x).

h—0

Consideriamo F' : I — R una generica primitiva di f, abbiamo che F,,(z) = F(z) 4+ Cy, con Cy, € R per
ogni x € I. Allora abbiamo che

/f dt = / £t dt+/f Dt = Fuy(b) — Fay(a) =

b) + Cy — F(a) — Cy = F(b) — F(a).

10.4 Tecniche di integrazione

Abbiamo visto che per calcolare un integrale ¢ sufficiente calcolare una sua primitiva. Tuttavia a differenza
delle derivate, le primitive di funzioni elementari non sono sempre esprimibili come combinazione di
funzioni elementari. Diamo comunque una tabella di alcune primitive notevoli che possiamo ricavare a
partire dalle regole di derivazione.
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[ F) [ F ] [ fl@ [ [fla)de |

CeR 0 0 CeR
2% a€R | qre ! z% a# -1 ail zotl 4+ C
1 1
log - 1 log|z| +C
e aceR | ae™ e* a€R %e‘”—i—C
sinx Ccos T CoS T sinx + C
cos T —sinx sin x —cosz + C
1
arctan x 1+112 1+1I2 arctanz + C
arcsin x @ Wipr arcsinx + C
arccos Wier= T arccosz + C
sinh x cosh x cosh x sinh x
cosh x sinh x sinh x coshx
xr —T xT —T
. . . —e e’ +e .
Ricordiamo che sinhz = — coshz = ———— e cosh? z — sinh?z = 1.

Date f, g integrabili e differenziabili su [a,b], dalle regole di derivazione ricaviamo le seguenti regole
di integrazione.

e Integrazione per parti. Da (f(z)g(z)) = f/(x)g(z) + f(x)g¢’'(z) abbiamo

b b
/ f(@)g(@)dz = f(2)g(z) - / f(@)g (@)dz

e Integrazione per sostituzione. Da (f o g)'(x) = ¢'(z) f'(g(z)), sostituendo y = g(z), abbiamo

/ F(g(2))g (2)dz = / j(j) 7wy

10.4.1 Integrazione di funzioni razionali

Descriviamo una procedura generale per l'integrazione di funzioni razionali della forma f(x) = ——= con

q(x)
p(z), q(z) € Rla].
n
1. Fattorizziamo il denominatore g(x) = k:Hq con o; € N, Zai deg ¢; = deggq, gi(x) monico
i=1
edegg; = 1,2 per ogni i € {1,...,n}. Per semplicitd supponiamo che p(x) e ¢(x) siano entrambi

monici, cioe k = 1.

2. Dividiamo p(x) per g(x) e scriviamo p(z) =p(

q(z) =+

con degps < deggq.

3. Scriviamo po (x)q(x) come somma di funzioni razionali con denominatore una potenza di un poli-
n

= Z Z pw con degp; ; < degg;.
=1 j=1 ql

nomio irriducibile:

4. Se degg; = 1 abbiamo che p; ;(x) = p; ; € costante pertanto 'integrale relativo a p; ; & della forma

1 pijlogle +a|+C j=1
pij/de ) _jpijl wrap I
5. Se degq; = 2, scriviamo ¢;(z) = 22 + ax + b, p; j(x) = Mz + 12 = 21(2;10 +a)+c= %qi(m) +ec.
Allora abbiamo / IZJJ((;)) dx = %1 / 7 d;v e possiamo calcolare il primo addendo

per sostituzione.
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2 2 2 T+ 2
6. Scriviamo ¢;(z) = 2% + ar + b = (m—i—g) L = (p- L ——2_| +1]. Sosti-
2 4 4 —
!
L a 2
tuendo y = ———2— otteniamo (b — a) (y* + 1). Possiamo quindi ridurci a studiare I'integrale

a? 4
Vo—7F

1
/ mdy. In particolare questo € uguale a arctany+C' se j = 1, altrimenti possiamo integrare
Y

ripetutamente per parti per abbassare il grado del denominatore e ricavare una formula chiusa per
I'integrale.

Osservazione 10.52. Datip(x), ¢(z) € R[z], possiamo sempre ricondurre integrali del tipo /p(a;) log(gq(z))dx,

/ p(z) arctan(p(z))dz a integrali di funzioni razionali integrando per parti.

10.4.2 Sostituzioni razionalizzanti

Vediamo alcune sostituzioni che permettono di ricondurre una combinazione di funzioni elementari a una
funzione razionale (indichiamo con R una generica funzione razionale).

R x
* /R(e””)dx = /ﬁewdx, sostituendo y = e® si ottiene /Mdy
‘ y

2y
1+y?

X
° / R(sin x, cos x)dx, sostituendo y = tan 3 e applicando le formule di bisezione si ha sinz =

1—g? 2 1—y? 1
cosT = e , da cui si ottiene 2/R Y , i dy
14 y? L+y?" 14+y%) 1492

/ b b
° / Rz ar+?o dx, sostituendo y = | ar + si ottiene 'integrale di una funzione razionale
cx+d cx+d

, x
° /R(x, v a? — x?)dz, sostituendo y = arcsin (f) si ottiene /acos yR(asiny, acosy)dy, che sap-
a

piamo razionalizzare

o /R(:I:, Va2 + c)dx. Se ¢ > 0 sostituiamo z = /csinhy, se ¢ < 0 sostituiamo z = \/—ccoshy. Si
ottiene cosi un integrale del tipo / R(et)dt che sappiamo razionalizzare. In alternativa possiamo
sostituire (z +y)? =22 +¢

10.4.3 Decomposizione di Hermite
Consideriamo due polinomi p(x), g(z) a coefficienti reali, sia

q(z) = a(z —b))™ ... (x — b)) (2® + crv + d1)™ ... (2% + cp + dp)™
la fattorizzazione in irriducibili di ¢(z). Possiamo scrivere

pz) _p'(x) d (ﬁ(l‘))

@ @)

=}

=
5

=

con

@) =(@—b)...(x = b)(@* +crz+di)...(2° + cxx + dy),
q(x) = (x —b)™ . (x— b)) @2t epr +dy)™ (22 e+ dy) ™
p(x) tale che degp = degq” — 1,
p*(x) tale che degp” > degq™ — 1.



10.4.4 Formula di Taylor con resto integrale

Proposizione 10.53. Data fa, b] — R derivabile n + 1 volte su un intorno I di xq, se f+1) ¢

(k) x —t n
integrabile allora f(x E S (o) xo —z0)* + / uf(”ﬂ)(t)dt per ogni x € 1.
R 1)

Dz’mostmzioge.

T —t
Sia R, = %f("'ﬂ)(t)dt, fissati =, &g mostriamo la tesi per induzione su n. Per n = 0 abbiamo
n!

Zo

F(o) / F(@)dt = f(zo) + f(x) — f(xo) = £(x)

per il Teorema fondamentale del calcolo integrale. Per n > 0 supponiamo che la tesi sia vera per n e
mostriamola per n 4+ 1. Osserviamo che

i (- ) =S

Integrando R,, per parti

R, — /I (ZC — t)nf.(nJrl)(t)dt _ (LC - t)nJrl f(n+1)(t)

z x _ 4\n+1
4 / %f(’”ﬂ) (t)dt _
xo x

R 1 (n+1)! , (n+1)!
N (x(; —T—Oi)' O (20) + Ry
Quindi abbiamo
n (k) B n+1
flz) = Z fT(;xO)(x —z0)* + (x(nio))f(nﬂ)(xo) + Rny1 = Z f ) (x = 20)" + Ryy1.
k=0 ) k=0

O

Confrontiamo il resto integrale con il resto di Lagrange. Per il Teorema di Lagrange esiste £ compreso
tra x e xg tale che

(- x — )"t
/JO ( nt) f(n+1)( )d _ ( (n +0i)' f(n+1)(§),

da cui

20 (l‘ _ xo)n+1
(z —1)"

Posto p,(t) = (n + I)W’

osserviamo che / pr(t)dt = 1.

Zo

Osservazione 10.54. Se f e una funzione continua e possibile dimostrare il Teorema di Lagrange per
lo sviluppo di Taylor a partire dallo sviluppo con resto integrale. Utilizzando le stesse notazioni, posti

M, = [max} FOrD gy, = [mln] FHD abbiamo che
Zo,T Zo,T

mn/jpn(t)dtﬁ/:f(nﬂ)(t) W (t)dt < M, / pu(t)dt.

o

Per il Teorema dei valori intermedi esiste £ € [z, x| tale che f (”“ / f t)dt. Pertanto
o S (x0) k /m (z — ) (nt1) — fM(a p, (@ —x)" )
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10.5 Integrali impropri

Definizione 10.55 (Integrabilita impropria). Data f : [a,b) — R, b € R, una funzione integrabile su
c

[a,c] Ve € (a,b) si dice integrabile impropriamente su [a, ) se esiste finito lim f(z)dz. Analogamente

c—=b~ Jq

f:(a,b] = R, a € R, una funzione integrabile su [c,b] Ve € (a,b) si dice integrabile impropriamente
b

su (a,b] se esiste finito lim f(x)dz. In generale diciamo che f : (a,b) — R, a, b € R, & integrabile
c—a

impropriamente su (a,b) se f & integrabile impropriamente su (a, o] e [xg,b) Vzo € (a,b).

Proposizione 10.56. f(x) =z con a € R non é integrabile su (0,4+00). In particolare f é integrabile
su (0,1] per o > —1 ed ¢ integrabile su [1,+00) per o < —1.

Dimostrazione.
Osserviamo che se a > 0 f(z) & integrabile su (0, 1], ma non ¢ integrabile su [1, +00), consideriamo quindi
a < 0. Fissato € > 0 abbiamo
1 1
1 1
= - lim e ={ a+1
a+1l a+1es0t +00 a< -1

a>—1

1 xa+1
lim / f(@)dx = lim
€

e—0+ e—0t a+1

€

Pertanto f(x) ¢ integrabile su (0, 1] per o > —1. Fissato M > 0 abbiamo che

M xa+1
lim / f@)dx = lim
1

1
M—+oo M—+oo v+ 1

M 1 1 -
=— + lim Mt ={ a+1
1 a+1 a+1 Mot +00

Pertanto f(x) & integrabile su [1,+00) per a < —1, quindi f(z) non & integrabile su (0, +00).
O

Teorema 10.57 (Confronto). Date f, g funzioni da [zg,+00) in [0, +00) integrabili su [zo, M| YM > xg,
se f(x) < g(x) Vo € [xo,+00) € g é integrabile su [z, +00) allora f ¢ integrabile su [xg, +00).

Dimostrazione.
Poiché 0 < f(z) < g(z) Yz € [xg, +00), per la monotonia dell’integrale si ha

0< / M f(z)dz < / " g(a)de.

0

Passando al limite superiore si ha quindi

M M
lim sup (m)dxg/ g(x)dz.

M—+o00 Jxq 0

M
Poiché f > 0 l'applicazione che associa a M l'integrale / f(z)dx & crescente e limitata, pertanto
o

ammette limite. Quindi esiste finito

lim /z M F)da = / :OO F@)da < / " @),

M—+o00 zo

Osservazione 10.58.

e Il criterio e valido anche per funzioni definite su intervalli limitati
— 400

M
e Se f >0, f non & integrabile su [y, +00) se e solo se Mlim / f(z)dx = 4o0.
zo

Proposizione 10.59. Data f : [0,4+00) — R una funzione continua, se f ¢ decrescente e lirf fl@)=0
Tr—r+00

allora f(z)sinx & integrabile su [0, +00).
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Dimostrazione.

+oo +o0 (k+1)m
Sia I = / f(z)sinz dz, scriviamo I = Z/ f(z)sinz dz. Sostituendo x = y + k= si ha
0 k=0 Y kT
“+o0 T +oo T
I= Z/ [y + km)sin(y + kr) dy = Z(—l)k/ fy + km)siny dy.
k=0"0 k=0 0

Poiché lim f(x) =0 e sinz & una funzione limitata si ha lim f(y+ k7)siny = 0, da cui
T—+00 k—+o00

™
lim / fly+ km)siny dy = 0.
k——+oo 0
Inoltre tale successione & decrescente, pertanto la serie converge per il Criterio di Leibniz, quindi f(z) sin
¢ integrabile su [0, +00).

O

Corollario 10.60 (Confronto asintotico). Date f, g funzioni da [xg,+00) in R definitivamente positive,
se f ~ g per x — +oo allora f ¢ integrabile su [xg, +00) se e solo se g é integrabile su [xg,+00).

Dimostrazione.
Poiché f ~ g, per ogni € > 0 esiste x. tale che

(1-9)f(x) < g(x) < (1 +)f() Va > a.

Osserviamo che la funzione (1 + ) f & integrabile su [zg,4+00), pertanto g & integrabile su [zg, +00) per
il Teorema del confronto. L’altra implicazione si mostra in modo analogo.
O

Definizione 10.61 (Assoluta integrabilitd). Dato I C R un intervallo, una funzione f : I — R si dice
assolutamente integrabile su I se f & integrabile su [a,b] V][a,b] C I e |f| ¢ integrabile (anche in senso
improprio) su I.

Teorema 10.62. Dato I C R un intervallo, f : I — R una funzione, se f & assolutamente integrabile su
I allora é integrabile impropriamente su I.

Dimostrazione.
Per ogni x € I siano f*(x) = max{0, f(z)} la parte positiva di f, f~(zr) = —min{0, f(z)} la parte
negativa di f, chiaramente abbiamo f(z) = f*(z) — f~(z) Vo € I, pertanto |f(x)| = f(x) + f~ ()
Va € I. In particolare 0 < f*(x), f~(z) < |f(z)|. Per il Teorema del confronto abbiamo che f*, f~ sono
integrabili su I, pertanto f & integrabile su I per la linearita dell’integrale.

O

Osservazione 10.63. Se |f| & integrabile su I allora

[ s@s| =| [ 1+ @as - [ 1] < [ 1@+ [ @ [ i@

10.5.1 Criterio integrale per le serie

Data a, una successione e f : [1,4+00) — [0,+00) una funzione tale che f(n) = a,, f decrescente e

lim f(n) =0, osserviamo che si ha la seguente disuguaglianza:
n—-+o00

N N N
SUOEY RFEITES SORAEE

Teorema 10.64. Data f : [1,400) — [0,400) una funzione decrescente, se liIE f(n) = 0 allora
n— 400

S +o0
Z f(n) converge se e solo se / f(x)dx converge.
n=1 1
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Dimostrazione.
N N N
Poiché Z f(n) > / f(z)dx > Z f(n) YN > 2 si ha la tesi per il Teorema dei due carabinieri e per il
n=1 1 n=2

Criterio del confronto.
O

N N
Osservazione 10.65. Consideriamo la successione limitata by = Zf(n) - / f(x)dx a valori in
n=1 1

[0, f(1)]. Abbiamo che

N1 N+1 N N N+1
b=ty =3 f) = [ fade =3 fo)+ [ fade =i 41 = [ f@yds <o,
n=1 1 n=1 1 N
cioeé by & decrescente. In particolare abbiamo che lim by = inf by € [0, f(1)], ovvero
N5 400 NeN
N N
n;f(n) :/1 Fladz + nf by + o(1).
Corollario 10.66.
Y1
Zﬁ =log N + v+ o(1) per N = +c0.
n=1

10.5.2 Funzione Gamma

Lemma 10.67. oo
/ t"e tdt = m! VYm e N.
0

Dimostrazione.
Mostriamo la tesi per induzione su m € N. Per m = 0 si ha

—+o0 M
/ etdt= lim —e'| =1=0".
0 M—+o00 0

—+o0
Per m > 0, supponiamo / t™le7tdt = (m —1)!. Allora integrando per parti si ha
0

400 M M
/ t"e ldt = lim —e*ttm|0 + m/ tm et = ml! .
0 M ——+o0 0

—+o0
Osservazione 10.68. In generale, posto I, = / tme~tdt si ha I, = mI,,_1 Ym € R.
0

1
1
Proposizione 10.69. L’integrale I(a, 8) = / x® logB () dx converge per a, f > —1.
0 x
Dimostrazione. )
Sostituendo y = log ( ) = —logz si ha

xT

0 “+oo 1 “+o0
I(a, ) = / e Y(—e Y)yPdy = / e (et DyyBay — / e (@t Dyy By +/ et DyyBay.
+o0 0 0 1

La funzione e~ (**D¥y# & integrabile su (0,1] per § > —1, infatti

1 1 1 1
/e“a“)yyﬁdyN/ yﬁ(l—(aﬂ)y)dy:/ yﬁdy—/ (a+ 1)y *dy
0 0 0 0

che & ben definito su (0, 1] per 8 > —1. Inoltre e~(®*DyP & integrabile su [1,+00) per a > —1, infatti:
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e per o < —1 Dintegrale non ¢ ben definito in quanto e~ (®*1¥ & monotona crescente

e pera>—1,poston>fet=—(a+1)y,si ha

/4_00 —(a+1l)y Bd < 1 /4_C>Q n —tdt n!
e B — e =
0 YW=Tlary ), Y (a+ 1)t

m!

il VYm € N.

—+o00
Osservazione 10.70. In generale si ha / t"me Mdt =
0

Definizione 10.71 (Funzione Gamma). Definiamo la funzione I" : (0, +00) — R tale che
—+oo

I'(z) :/ t"le~tdt Va € (0, +o0).
0

Osservazione 10.72.

e La funzione I' estende la funzione fattoriale ai reali, infatti I'(m + 1) = m! Vm € N

e T' ¢ ben definita per z > 0 e T' € C*((0, +00))
400
Proposizione 10.73. Posto I'y,(z) = / log™ (t)t*te~tdt ¥m € N, allora
0

1. T, ¢é assolutamente integrabile Ym € N, Vo > 0
2. Tpp(x 4+ h) =T (x) + Al py1(x) + o(h) per h — 0
3. I () = P (2)
4. Pn(z) =TM(2)

Dimostrazione.

1. Studiamo I’assoluta integrabilita di log” (t)t*~te~* in (0,1] e [1, +00).

1 1 1 ! 1
/ |log™ (t)t* te~t|dt = / log™ () t*~letdt < / log™ () t*7Ldt.
0 0 t 0 t

Sostituendo y = —logt si ha

1 +oo
/ |log™ (t)t*tet|dt < / yme Yidy,
0 0

che & ben definito per m > —1.
+oo —+oo +oo
/ |log™ (t)t* te~t|dt = / log (H)t* e tdt < / t"tm=le=tqt < T(x +m),
1 1 1

che ¢ ben definito per x +m > 0.

2. Fissiamo ¢ > 0 e 6 € (0,x) tale che |h| < §, poniamo R(h) = 'y (z + h) — Ty (2) — Ry (2).
Osserviamo che

+oo
R(h) = / log™ (t)t*~Le ! (t" — 1 — hlogt)dt.
0

Sia g(s) = t*, abbiamo che ¢*) (s) = log"(¢)t*, pertanto lo sviluppo di Taylor con resto di Lagrange
2 2

h h

per g(h) intorno a 0 & g(h) = g(0) +hg'(0) + ?g”(f) con €| < 6, ciog th = 1+hlogt+ el log?(t)t°,
h2

in particolare t" — 1 — hlogt = 5 log?(t)t¢. Poiché g & una funzione convessa abbiamo che

2

, h
|mf?§té = max{t’,t 7%} < t° 4 ¢7°, pertanto 0 < t" — 1 — hlogt < ?logQ(t)(t‘s +t7%). Posto
SIS

“+o0
Jy = / |log t|™+2t*%£9~1etdt si ha che
0

2

h
R < (T + 7).
Poiché |6| < z abbiamo x+d—1 > —1, pertanto J e J_ sono quantita finite per il punto precedente,
quindi esiste C' > 0 € R tale che |R(h)| < Ch?, cioé R(h) = o(h) per h — 0
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3. Calcoliamo la derivata di 'y, (x):

r h)—-T I, ' h)—-T
I (2) :}IL{% m (T + })L m(z) :,13{)% () + m+1(z)+o( )= Th(2) Ty (o)

4. Reiterando il punto precedente si ha T, (2) = T{™ (2) = T(™)(z)

10.6 Lunghezza del grafico di una funzione

Definizione 10.74 (Lunghezza del grafico di una funzione). Date f : [a,b] — R e una partizione

7= {to =a,...,t, = b} finita di [a,b], definiamo L( Z Vtk —te_1)2 + (f(te) — f(te—1))? la

lunghezza della poligonale associata a m. Definiamo L(T'y) = supL (T'y) la lunghezza del grafico di f. Se
L(T'y) € R diciamo che il grafico di f & rettificabile.
Proposizione 10.75. Data f : [a,b] — R, se f ¢é lipschitziana allora Ty é rettificabile.

Dimostrazione.
Sia M la costante di Lipschitz di f, consideriamo una partizione 7 = {to = a,...,t, = b} finita di [a, b],
abbiamo

(ty —te—1)V1+ M2 = (b—a)V1+ M2

NE

L(Ty) < Z V(tk = tee1)? + M2ty — ty_1)? =
k=1

x>
Il

1

O

Osservazione 10.76. In generale non & vero che una funzione continua & rettificabile, infatti se consi-
0 z=0
deriamo la funzione f(z) = A si ha che L(I'y) = +o0.
x sin z € (0,1]
x

Proposizione 10.77. Data f : [a,b] = R, se f € C*([a,b]) allora Ty ¢é rettificabile e vale

b
O = [ VIT TP

Dimostrazione.
Consideriamo una partizione 7 = {top = a,...,t, = b} finita di [a, b], abbiamo
= Z Vitk —te-1)? = (f(tx) — f(ts-1))>
k=0
tr) — f(te—
Per il Teorema di Lagrange esiste & € [ty_1, 1] tale che f'(&) = M, pertanto

ty — th—1

n

Tp)=> V(s —te-1)® = (F' (&) (tk — te1))2 = D (tk — 1) VI + (F(&))2
k=0

k=0

Poniamo g(z) = /14 (f 2, M= sup g(z), mp= inf g(x), abbiamo

[te—1,tk] [tr—1,tk]

ka tk—tk 1 <L Ff Z tk—tk 1)

k=1

cioe

S(g’ﬂ-) < LTF(Ff) < S(gﬂT)'

92



Osserviamo che g ¢ integrabile, inoltre essendo continua su un compatto ¢ uniformemente continua per il

Teorema di Heine-Cantor, pertanto ammette un modulo di continuita wg. Sia §r = max {thk —tp—1 |1 <k <n}
b

il parametro di finezza di 7, L = / g(z)dz, allora

|Lz(T'g) = L] < S(g,m) — s(g,m) < (b — a)wg(dx)-

Mostriamo adesso che L.(T'y) < L per ogni partizione 7 finita di [a,b]. Consideriamo la partizione
uniforme 7,,, abbiamo che

Lz(Tf) < Lavr, (Tp) < L+ (b — a)wg(0rur,) < L+ (b— a)wg(dx,)

per la monotonia crescente dei moduli di continuita, pertanto L,(I'y) < L. Abbiamo quindi

b
L(ry) = / VIt (@)

10.7 Curve in R"

Definizione 10.78 (Curva). Una funzione v : [a,b] — R™ continua si dice curva e y([a,b]) si dice
supporto di 7. Se y(a) = (b) diciamo che la curva & chiusa.

Definizione 10.79 (Lunghezza di una curva). Data v : [a,b] = R™ una curvae 7 = {ty = a,...,t,, = b}
una suddivisione finita di [a, b], poniamo L(~y) = sup Z [v(tk) —y(tk—1)| € [0, +0o0] la lunghezza di~y. Se
T k=1

L(7) € [0, +00) diciamo che ~ ¢ rettificabile.
Osservazione 10.80. Nel caso f : [a,b] — R, 7 : [a,b] — R? tale che vy(x) = (z, f(z)) abbiamo che il

b
supporto di v ¢ I'y. Inoltre se f € C*([a,b]) abbiamo visto che L(7y) = / V14 (f(x))3dz € [0, +00).

Proposizione 10.81. Data 7 : [a,b] — R"™ una curva, se v € C*([a,b]) allora ~ ¢ rettificabile e vale
b
L) = [ W

Dimostrazione. Fissiamo 7 = {ty = a, ..., t, = b} una partizione finita di [a, b, dal teorema fondamentale
del calcolo integrale abbiamo che
tr
JRRLL
th—1

n b
L(y) = sup 3 hy(te) = y(ter)| < / Iy (8) .
T k=1 a

[v(tk) — v(te-1)| = g/k I ()|dt Yk e{l,...,m},

th—1

da cui

Mostriamo adesso la disuguaglianza inversa. Poiché +' & continua su [a, b], per il Teorema di
Heine-Cantor abbiamo che ¢ uniformemente continua. Fissato € > 0 esiste quindi > 0 tale che per ogni
x, y € [a,b] tali che |z —y| < § si ha |y (x) —+'(y)| < e. Fissato § > 0 consideriamo m. = {to,...,tn}

una suddivisione di [a, ] tale che t; —t;—1 < 6 Vk € {1,...,n}. In particolare scegliamo y tale che
173

7' (y) = ][ ~'(t)dt, abbiamo
tp—1

<e Vxe UkAIvtkL Vk € {17...,TL}7

¥ (&) - f A1)t

th—1

da cui

|7 (z)] — < <e Vz€ltr_1,tx), Vk € {1,...,n}.

OB ARIOY

tr—1

tk
][ v (t)dt
th—1
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tr
Scegliamo adesso x tale che |y (z)| = ][ |7 (t)|dt, abbiamo

th—1
tr tr

F o= | v
th—1 tp—1

Moltiplicando per tx — tx_1 e sommando su k allora

b n tr
/vaw—}j(/ o (t)dt
a k=1 \[7 k-1

=D t) = y(tk-1)| + (b — a) < L(y) +e(b— a).
k=1

<e Vke{l,...,n}.

+e(ty — tkl)) =

b
Per l'arbitrarieta di € si ha quindi L(vy) > / |7/ (t)|dt, pertanto 'uguaglianza.
a

Osservazione 10.82.
e Questo risultato generalizza quanto visto per la lunghezza del grafico di una funzione. Consideriamo

infatti una funzione f : [a,b] — R di classe C* e 7 : [a,b] — R? tale che y(z) = (=, f(z)) Vz € [a, b].

Allora abbiamo che . .
| h@lde= [ VI @R = Lry)

e E possibile mostrare questo risultato anche per funzioni lipschitziane

e Possiamo rappresentare una curva in R? in coordinate polari e calcolarne la lunghezza. Consi-
deriamo p : [U1,92] — [0,+00) di classe C!, consideriamo la curva v : [U1,92] — R? tale che
v(9) = (p(¥) cos ¥, p(F) sin¥). Abbiamo che

Vo V2
L(v) = /9 17 (9)|dd = V(p'(9) cosd — p(9) sin?)? + (p/ (9) sin & + p(¥) cos 9)2dd) =

V1

- [ V@RGP,

1
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Capitolo 11

Equazioni differenziali ordinarie

Definizione 11.1 (Equazione differenziale). Dati I C R un intervallo, y : I — R una funzione derivabile n
volte su I, F una funzione definita su un aperto di R***, diciamo che la relazione F(z,y(x), v/ (z), ...,y (z)) =
0 & un’equazione differenziale ordinaria di ordine n. Se F non dipende da z diciamo che ¢ un’equazione
autonoma. Se F' & lineare in ogni suo argomento, cioe

n

F(z,y(x),y (x),...,y" (x)) = Zaj(a:)y(j)(x) + b(z) diciamo che & un’equazione lineare, se b(x) = 0
=0
diciamo che & un’equazione lineare omogenea.

Osservazione 11.2. Le soluzioni di un’equazione differenziale non sono uniche. Consideriamo infatti
lequazione y" (z) = 0, integrando due volte otteniamo che le soluzioni di tale equazione sono della forma
y(z) = cx + d al variare di ¢, d in R.

Definizione 11.3 (Problema di Cauchy). Data F(z,y(x),y'(x), ...,y (n)) = 0 un’equazione differen-
ziale ordinaria di grado n, chiamiamo problema di Cauchy il seguente sistema

F(x,y(x),y’(x), s 7y(n)(n)) =0
y(wo) = yo

y(n—l) (.130) = Yn—-1

Osservazione 11.4. Anche per il problema di Cauchy non esiste sempre una soluzione unica, ad esempio

o 0 <0
il problema {y (z) = VIy(z)|

ammette come soluzione sia y(z) = 0 Vz, sia y(z) = ¢ 42 .

11.1 Equazioni del primo ordine in forma normale

Definizione 11.5 (Forma normale). Dati I C R un intervallo, y : I — R una funzione derivabile su
I, un’equazione differenziale del primo ordine del tipo F(z,y(z),y'(z)) = 0 pud essere scritta in forma
normale se pud essere esplicitata rispetto a y'(z), cioe se esiste f : I xy(I) — R tale che ¢/ (x) = f(z,y(x)).

Teorema 11.6 (Esistenza e unicita locale, Cauchy-Lipschitz). Dati f : [a, b] x y([a, b]) — R una funzione,
xo € [a,b], se f & continua in (z,y) e localmente lipschitziana in y allora esiste 6 > 0 con
(zo — 8,20 +9) C [a,b] tale che esiste un’unica y € C*((zg — &,z + §)) soluzione del problema di Cauchy

y' () = fz,y(z))
y(wo) = yo

Osservazione 11.7. Se viene a mancare l'ipotesi di locale lipschizianeita non si ha unicita locale nella
soluzione. Consideriamo ad esempio il problema di Cauchy

{y’ =/ly(z)|

y(0) =0
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. . . . . S r+O)?
una soluzione particolare ¢ data dalla funzione identicamente nulla y = 0, si ha inoltre che y = %,

con C' € R, & una soluzione. Possiamo quindi combinare tra loro queste due funzioni per ottenere soluzioni
diverse.

Teorema 11.8 (Peano). Dati y : [a,b] — R una funzione derivabile su [a,b], f : [a,b] x y([a,b]) = R
una funzione continua in (x,y), o € [a,b], allora esiste § > 0 con (xrg — d§, 29 + ) C [a,b] tale che esiste
y € C([a,b]) soluzione del problema di Cauchy

{y'<x> = f(z,y(x))

y(wo) = yo

Proposizione 11.9 (Soluzione di equazioni lineari). Dati I C R un intervallo, y : I — R una funzione
derivabile su I, a, b funzioni da R in R continue, allora le soluzioni dell’equazione

v (z) = a(z)y(z) + b(x) sono della forma y(z) = @ <C—|— /e_A(S)b(s)ds> con A(x) = /a(x)dm e
CeR.

Dimostrazione.
Consideriamo 1’equazione y'(z) = a(x)y(x)+b(z), moltiplicando entrambi i membri per e~4(®) otteniamo
Oy (2) — alz)y()) = (e y(x)) = e b(x)
Integrando entrambi i membri quindi
e Ay (z) = /e_A(S)b(s)ds +C, CEeR,
da cui
y(z) = @ (C' + /eA(s)b(s)ds> .

O

Corollario 11.10. Sotto le stesse ipotesi, il problema di Cauchy

Y () = a(x)y(z) + b(z)
y(zo) = Yo

ha come unica soluzione y(z) = e <6A(I)yo +/ eA(S)b(s)ds) con A(z) = / a(s)ds. Inoltre tale
soluzione ¢é globale. o ”

Definizione 11.11 (Soluzione massimale). Dato I C R un intervallo, una soluzione y € C'(I) di un
problema di Cauchy si dice massimale se per ogni soluzione z € C1(I'), dove I’ & un intervallo contenuto
inR,siha I’ C 1.

Osservazione 11.12. Nelle ipotesi del Teorema di esistenza e unicita locale si ha un’unica soluzione
massimale del problema di Cauchy.

Teorema 11.13. Dati f : [a,b] X [¢,d] = R una funzione continua in (x,y) e localmente lipschitziana in
y e il problema di Cauchy

{y'(x) = f(z,y(x))

y(xo) = o
posta y € C([a/,b']) la soluzione massimale del sistema si ha

1.V =b oppure (¥ <be lim y(z) € {c,d})
z—b'—

2. o' =a oppure (a’ >a e lim+ y(z) € {c,d})
r—a’
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Dimostrazione.
Mostriamo il primo punto, la dimostrazione per il secondo ¢ analoga. Se b’ < b supponiamo per assurdo
che non esista lim y(z), cioé che

r—b'—

limsupy(z) = T > liminfy(z) = £~

T—b!— z—b'—

pertanto esistono a,, b, successioni a valori in [a/,’] che tendono a b~ tali che lig{l ylay) = T e
n—-+0oo
lim y(b,) = £~. Per il Teorema di Lagrange allora esiste una successione z, € (a,,b,) tale che

n—+oo
’ _ y(bn) B y(an) y(bn) — y(an)
y(l’n)— b—an bn_n

n
e b <bsihache lim |b, —a,| =0, pertanto
n—-+4oo

, in particolare |y/(z,,)| = ‘ . Poiché [a/, V'] & un intervallo limitato

hm |y (zn)] = Hm |[f(2n,y(2n))] = +oo.

n—-+oo n—-+oo

D’altra parte, posta 6 > 0 la costante garantita dal Teorema di esistenza e unicita locale e fissato € > 0
si ha che

|f(@n, y(zn)| < |f(z,y(x))] € R,

max

(b' =8,/ X [£F —e,0—+e]

che & assurdo. Pertanto si ha che lim y(z) = a € [¢,d], in particolare a € {¢,d} in quanto y & soluzione
z—b'~

massimale del problema di Cauchy.

O

Osservazione 11.14. Possiamo estendere il teorema al caso f : R x R — R mostrando che

1. ' = 400 oppure (b’ € Re lim y(z) = +o0)
z—b'—

2. a’ = —oc oppure (¢’ € Re lim y(r) = +o0)
r—a’

Teorema 11.15 (Confronto). Date f : [a,b] X [¢,d] = R continua in (x,y) e localmente lipschitziana in
Y, Y1, Y2 funzioni da I C R intervallo in R, se y1, y2 € C1(I) e sono soluzioni dell’equazione y' = f(z,y)
allora si ha una delle sequenti:

1. y1(z) > ya(z) Vo € 1
2. y1(z) < yo(x) Ve €I
3. y1(x) =yo(x) Ve €1

Dimostrazione.
Supponiamo che esista z¢ € I tale che y; (29) = y2(x0), consideriamo il problema di Cauchy

{yi(w) = f(z. 1 (2))

Y1 (l‘o) = y2($0)

Per il Teorema di esistenza e unicita esiste un’unica soluzione del sistema in un intorno di zy, pertanto
y1(z) = ya(z) Yo € 1. Viceversa, se non esiste xg € I tale che y1(xo) = ya(zo) allora si ha yi(x) > y2(x)
oppure y1(z) < y2(z) Vo € I.

O

Definizione 11.16 (Soprasoluzione). Data ' = f(z,y) un’equazione differenziale ordinaria, I C R un
intervallo, diciamo che §j € C1(I) & una soprasoluzione di y' = f(z,y) se §'(x) > f(x,y)Vx € I. Diciamo
che §j € C1(I) & una soprasoluzione stretta se j'(z) > f(z,y) Vo € I.

Definizione 11.17 (Sottosoluzione). Data y' = f(z,y) un’equazione differenziale ordinaria, I C R un
intervallo, diciamo che §j € C''(I) & una sottosoluzione di y' = f(z,y) se §'(x) < f(z,y)Vx € I. Diciamo
che § € C1(I) & una sottosoluzione stretta se §'(z) < f(x,y) Vo € I.

Teorema 11.18. Dati I C R un intervallo, y1, yo funzioni da I in R, y' = f(x,y) un’equazione diffe-
renziale ordinaria, se y; € una soprasoluzione di y' = f(x,y) e yo & una sottosoluzione di y' = f(x,vy),
di cui una delle due stretta, abbiamo che
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1. se esiste xg € I tale che y1(xzo) > y2(xo) allora y1(x) > yo(x) Yo > xg
2. se esiste xg € I tale che y1(xo) < ya(xo) allora y1 () < ya2(x) Vo < zg

Dimostrazione.

Dimostriamo il primo punto, per il secondo si ragiona in modo analogo. Se yi(xg) = y2(x) allora si ha
yi(zo) > yh(z0), pertanto esiste 0 > 0 tale che y1(z) > ya2(x) V& € (20, 20+ J). Possiamo quindi supporre
y1(x0) > ya2(xg). Se per assurdo che esiste x1 > x tale che y1 (z1) = y2(x1) e y1(x) > ya2(z) Vo € (20, 21),
per il Teorema di Cauchy esiste £ € (zg,x1) tale che

Y1 (&) (wa(21) — ya(20)) = y5(&) (Y1 (1) — y1(20)),

da cui y1 (&) < y4(£), che & assurdo.

11.1.1 Equazioni differenziali lineari

Proposizione 11.19 (Soluzione di equazioni lineari). Dati I C R un intervallo, y : I — R una funzione
derivabile su I, a, b funzioni da R in R continue, allora le soluzioni dell’equazione

Y (x) = a(x)y(x) + b(z) sono della forma y(z) = Cet@ + /eA(z)fA(s)b(s)ds con A(z) = /a(a:)d:v e
CeR.

Dimostrazione.
Consideriamo 1'equazione y' () = a(x)y(x)+b(z), moltiplicando entrambi i membri per e~4(*) otteniamo

e @y (z) — a(x)y(z)) = (e"*@y(2)) = e A@p(x).

Integrando entrambi i membri quindi
e 4@y (z) = /eiA(S)b(s)ds +C, CEeR,

da cui
y(z) = Cet@ 4 /eA(z)fA(s)b(s)ds.

Corollario 11.20. Sotto le stesse ipotesi, il problema di Cauchy

{y%x) = a(z)y(z) + b(x)

y(x0) = Yo

x xT
ha come unica soluzione y(x) = yoe*® —|—/ eA@=A)p(s)ds con A(x) = / a(s)ds. Inoltre tale
soluzione ¢é globale. ” -

Teorema 11.21 (Esistenza globale). Data §: I — R, I C R intervallo, soluzione massimale di un’equa-
zione differenziale ordinaria y' = f(z,y(x)), se |f(x,y(x))| < a(x) +b(x)|y(x)| con a, b funzioni continue
e positive, allora § € definita globalmente.

Dimostrazione.
Le equazioni lineari y' = a(x)+b(z)y hanno soluzioni esplicite definite globalmente, pertanto per confronto

si ha la tesi.
O

11.1.2 Equazioni differenziali a variabili separabili

Definizione 11.22 (Equazione a variabili separabili). Diciamo che un’equazione differenziale del primo
ordine della forma y'(x) = F(z,y(z)) & a variabili separabili se esistono due funzionia: I - R, f: J - R
continue e tali che F(z,y(x)) = f(y(z))a(x).
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Sotto queste ipotesi, consideriamo il seguente problema di Cauchy:
y'(z) = a(z)f(y)
y(z0) = ¥o

e supponiamo che f sia localmente lipschitztiana sul suo dominio. Osserviamo che se f(yo) = 0 abbiamo

che y(z) = yo Vx & una soluzione costante. Se f(yo) # 0, poniamo Jy la componente connessa di
{y | f(y) # 0} contenente y, osserviamo che f non cambia segno su Jy. Possiamo scrivere quindi
y'(z)

———— = a(z) Yy(x) € Jo.

1
Poste G una primitiva di —= e A una primitiva di a, integrando entrambi i membri dell’equazione
sull’intervallo (zg, z) ricaviamo
G(y(z)) — G(yo) = A(x) — A(zo),

da cui

y(z) = G~ (G(yo) + A(z) — A(z0))
per z tale che G(yo) + A(z) — A(zg) € G(Jp).

11.2 Equazioni lineari di ordine superiore

Possiamo estendere il Teorema di esistenza e unicita locale a funzioni a valori vettoriali, o analogamente
a sistemi di equazioni differenziali:

Teorema 11.23 (Esistenza e unicita locale generalizzato). Dati I C R un intervallo, J C R™,
f:IxJ— R" una funzione continua in (x,y) e localmente lipschitziana in y, esiste un’unica soluzione
locale al problema di Cauchy

y(7o0) = Yo

{y’(x) = f(z,y(x))

Inoltre se [ ¢ definita su I x R™ ed esistono a, b funzioni continue su I non negative tali che
|f(z,y)| < a(x)|y| + b(x) allora tale soluzione é definita globalmente su 1.

Consideriamo un’equazione differenziale della forma
an(z)u'™ + a,_1 () u™ Y 4 4 ag(2)u + ag(z)u = b(z),

con a;, b funzioni continue su un intervallo I C R a valori in R Vi € {0...,n} e u una funzione scalare
incognita derivabile n volte su I. Consideriamo il caso in cui ay(z) > 0 Vz € I, a meno di dividere per
a, possiamo quindi considerare 1’equazione

u™ 4 ap_q (2)u™ Y 4+ ag (2) + ao(x)u = blz).

Poniamo y;(z) = w9 (x) per j € {0,...,n — 1}, abbiamo che il vettore y(z) = (yo(x), ..., yn_1(2)) &
soluzione del sistema lineare

yj(z) = uUt(z) 0<j<n-—2

n—1
Y (@) ==Y aj(@)u (@) + b(z)
j=0

Possiamo quindi scrivere 3’ = A(x)y + B(x) con

0 1 0 0
0
A(x) = 0 ) 0 , B(x)= ;
0 0 1 b(z)
—ap(z) —ay(x) —ap—2(x) —ap—1(x)



Abbiamo quindi una corrispondenza tra le soluzioni del sistema e le soluzioni dell’equazione differenziale
iniziale, in particolare y = (yo,...,yn—1) € soluzione del sistema se e solo se u = yo & soluzione dell’e-
quazione. Si dimostra che f(x,y) = A(x)y + B(x) rispetta le ipotesi del Teorema di esistenza e unicita
locale e che esistono «, § funzioni continue su I non negative tali che |f(x,y)| < a(z)|y| + B(z), pertanto
la soluzione ¢ definita globalmente su I.

Per semplificare la notazione indichiamo con L 'operatore lineare tale che

Lo =™ +a,_1(x)™ ™Y+ 4 a1(x)¢’ +ao(x)p
per ogni funzione scalare ¢ derivabile n volte su I. Possiamo quindi scrivere I’equazione come Lu = b.

Proposizione 11.24 (Insieme delle soluzioni). Con le notazioni di sopra, linsieme delle soluzioni
dell’equazione Lu = b é uno spazio affine di dimensione n.

Dimostrazione.

Consideriamo due soluzioni u1, us dell’equazione Lu = b, sia w = u; —us. Poiché L & un operatore lineare
abbiamo Lw = 0, d’altra parte I'insieme delle soluzioni di Lw = 0 & ker L che & uno spazio vettoriale,
pertanto I'insieme delle soluzioni delle equazione iniziale & b + ker L. Mostriamo che la sua dimensione &
n esibendone una base. Sia wy una soluzione per il sistema

Lw =0 1 j=k
: con O; = . )
w9 (30) = b 0 j#k

mostriamo che l'insieme {wy, | 0 < k < n — 1} & un insieme linearmente indipendente. Indichiamo I’ope-
n—1

ratore lineare di derivazione con D, dati pg, ..., tn—1 € R se Z prwy = 0 allora, per £ € {0,...,n—1},

k=0
si ha

n—1 n—1
g (Z ”’C“”“) = maw =0.
k=0 k=0

Valutando in zg abbiamo

n—1
0= Zﬂkw;(f)(l"o) =ue=0 Vle{0,...,n—1},
k=0

pertanto si ha la lineare indipendenza. Consideriamo adesso una funzione u tale che Lu = 0 e pg, ..., tn—1 € R
n—1

tali che u®) (xg) = px per k € {0,...,n —1}. Siauw = Zukwk, osserviamo che u € ker L in quanto
k=0

combinazione lineare di elementi di ker L, inoltre z*) (zo) = pe, pertanto @ soddisfa lo stesso problema
di Cauchy di u, pertanto w = u per 'unicita della soluzione. Abbiamo quindi che ker I & uno spazio
vettoriale di dimensione n, pertanto lo ¢ anche b + ker L.

O

Osservazione 11.25. Lo spazio delle soluzioni di un’equazione lineare non omogenea si ottiene traslando
di una soluzione particolare lo spazio delle soluzioni dell’equazione omogenee.

11.2.1 Equazioni lineari a coefficienti costanti

Con le stesse notazioni di prima, consideriamo il caso in cui a,_1,...,aq siano funzioni costanti a valori
in C. Consideriamo il polinomio

POA) = A"+ an A" P+ ard +ap € CN],
osserviamo che possiamo scrivere 1’equazione come
u™ 4+ ay_uY + g + agu = P(D)u.

Consideriamo la fattorizzazione di P in irriducibili

P == )™, NeCviefl,. .. r},
j=1

dove A; sono radici distinte e m; sono le relative molteplicita algebriche. Osserviamo che
ker(D — ;) C ker(P(D)) Vj € {1,...,r}.
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Lemma 11.26.
ker(D™) = {g(x) € Cla] | degq < m}

Dimostrazione.
Osserviamo che dimker(D™) = m e che I'insieme {g(z) € C[z] | degq < m} & contenuto in ker(D™),

pertanto si ha 'uguaglianza.
O

AT allora

Lemma 11.27. Consideriamo Uapplicazione E) tale che Ex(u(x)) = u(x)e
1. D—/\ZE,\ODOE_)\
2. (D—XN"=E\oD™oFE_,

Dimostrazione.

1. Osserviamo che

(ExoDoE_y)u(z) = Ex(D(u(z)e **)) = Ex(u'(z) — Mu(z))e ™ = o/ (z) — Mu(z) = (D — Nu(z).

2. Segue dal fatto che E) e E_) sono tra loro inverse.

Lemma 11.28.
ker(D — \)™ = {q(z)e** | ¢ € C[z] Adegq < m}

Dimostrazione.
Osserviamo che i due spazi hanno la stessa dimensione, ¢ quindi sufficiente mostrare un’inclusione. Per
quanto mostrato prima abbiamo

(D = N\)"q(@)e*® = (Ex o D™ o E_)(q(x)e™*) = (Ex o D™)(q(x)) =0,

pertanto si ha 'uguaglianza.
O

Lemma 11.29. Se A # p allora D — p : ker(D — \)™ — (D — A\)™ & un isomorfismo di spazi vettoriali.

Dimostrazione.
Consideriamo u(z) = q(z)e**, con deg g < m, abbiamo

(D = p)(u(@)) = (Ey 0 Do E_)(q(x)e*") = (B, o D)(q(x)e* ") =
= Bu((d'(z) = (A = wa()e® %) = (¢ (2) — (A = ().

Osserviamo che deg ¢ = deg((A—p)q) in quanto A # p e che deg ¢’ < degq, pertanto ¢'(z)—(A—p)q(z) =0
se e solo se g(x) = 0, pertanto D — p ¢ iniettiva, quindi un isomorfismo.

O
Teorema 11.30. .
ker P(D) = @ ker(D — x;)™
j=1
Dimostrazione. .
Consideriamo I'applicazione V : H ker(D — X;)™ — ker P(D) tale che V(vi,...,v.) = v1 + - + v,

j=1
Fissato j € {1,...,r} scriviamo P(\) = P;(A\)(A=\;)™. Se vy +-- -4v, = 0 allora P(D)(vy+---+v,) = 0,
in particolare P;(D)(vy +---+wv,) = Pj(D)(v;) = 0. Osserviamo che P;(D) & composizione di isomorfismi
da ker(D — A;)™ in ker(D — \;)™, pertanto & anch’esso un isomorfismo, da cui v; = 0. Abbiamo quindi
che V' & un isomorfismo per uguaglianza dimensionale, da cui la tesi.

O
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Supponiamo che ¢ = a + i3 sia una radice non reale di P()\) di molteplicita m, osserviamo che anche &
¢ una radice di P(A) di molteplicita m. E quindi sufficiente studiare

(ker(D — &)™ @ ker(D — &)™) N C*(I,R) =
= {e*(q1(z) cos(Bz) + g2(x) sin(Bz)) | g1, ¢2 € R[z] A degq1,deg g < m}.

&7 4 ef7 €8T — ¢

Infatti se 5%, &% sono soluzioni dell’equazione, anche ———— = ¢ cos(Bz), ————— = € sin(fBz)

21

sono soluzioni, che possiamo utilizzare per costruire una base reale dello spazio

ker(D — &)™ @ ker(D — &)™

moltiplicando per opportuni polinomi.

Cerchiamo una soluzione particolare dell’equazione P(D)(u) = b con b € ker(D — u)*.

4

Proposizione 11.31. Data l’equazione P(D)(u) = b con b € ker(D — p)*,

1.

se P(p) # 0 allora esiste un’unica soluzione dell’equazione della forma q(x)e!® con q € Rlz],
degqg < ¢

se P(u) = 0 allora esiste un’unica soluzione dell’equazione della forma x™q(x)e!™ con q € Rlz],
degq < £, dove m ¢é la molteplicita algebrica di p come radice di P

Dimostrazione.

1.

Osserviamo che se A # y allora D — ) : ker(D — p)¢ — (D — p)* & un isomorfismo di spazi vettoriali.
In particolare, se consideriamo \; una radice di P abbiamo che D — \; : ker(D — u)* — (D — u)t &
un isomorfismo, pertanto anche P(D) = (D — A1) o---0 (D — A;.) & un isomorfismo. In particolare
se b € ker(D — p)¢ esiste un’unica funzione u € ker(D — p)¢ tale che P(D)(u) = b. Inoltre
u(z) = q(z)e’® con q € Rz] e degq < £ in quanto (D — pu)f = E,oD'c E_,,.

. Se P(u) = 0 allora si ha g = \; per qualche ¢ € {1,...,r}. Scriviamo P(D) = P(D)(D — pu)™,

con m la molteplicita algebrica di pu. Consideriamo ’applicazione X tale che X (u(z)) = zu(z),
osserviamo che P(D) : X™ (ker(D — p)*) — ker(D — p)* & un isomorfismo di spazi vettoriali, infatti

( ) (D)

X" ker(D — )¢ P24 ker(D — 1)t T ker(D — )"

Pertanto esiste un’unica soluzione della forma u(z) = ™g(x)e"® con ¢ € Rlz] e degq < £.

11.2.2 Metodo di variazione delle costanti

Tllustriamo solo per le equazioni del secondo ordine un metodo per determinare una soluzione particolare
di un’equazione differenziale lineare.

Sia L un operatore lineare tale che L(u) = u” + a1 (z)u’ + ap(x), con a1, ag funzioni continue, cerchiamo
le soluzioni dell’equazione L(u) = b. Supponiamo che esistano wy, ws soluzioni linearmente indipendenti
dell’equazione omogenea L(w) = 0, cerchiamo una soluzione della forma u(z) = ¢ (z)wi () + co(x)ws(x)
con ¢, ¢y funzioni incognite tali che ¢jw; 4+ chbws = 0. Abbiamo quindi

/ / / / / / /
U = CiW1 + CoWa + CLWy + C2Wy = C1W7 + CoWoq

no_ /o0 1 1"
U = QWi + Wy + crwy + coawsy.

Pertanto L(u) = b se e solo se ¢1L(w1) + caL(ws) + cjw] + chw)y = cjw] + chwly = b. La risoluzione
dell’equazione & quindi ridotta a quella del seguente sistema lineare:

)

chwy + chwy =0
cw) + chwh =b
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che, scritto in forma matriciale, & equivalente all’equazione

wy wa\ () (0
wy  wh ) \ch b/
Osserviamo che la matrice ¢ invertibile, infatti w; e wy sono linearmente indipendenti, pertanto anche w)

e w} lo sono in quanto D & un operatore lineare. La matrice ha quindi rango massimo, cioe¢ ¢ invertibile.
Posto A = wyw} — wjws il determinante, invertendo la matrice otteniamo

i\ _ 1wy, —way) (0
) A\—w) w b)’

da cui si ricava

-1
C/1 = ?wzb
ch = —wib

A

Integrando le due equazioni possiamo quindi determinare ¢1, ¢ a meno di una costante.
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